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Editoricd
Nous voici de retour avec notre deuxieme numéro d'Accromath. Vous avez
€té nombreux a nous transmettre vos commentaires suite a la parution du
premier numéro. lls nous sont précieux pour que cette revue devienne
vraiment un outil d'enrichissement dans nos écoles et nos colléges. Pour
faciliter le travail de ceux et celles qui souhaitent repérer facilement les

articles d'un méme théme pour les utiliser a des fins pédagogiques, nous
avons pensé les regrouper dans des dossiers.

Archiméde serait 'auteur de la premiére utilisation « pratique » des miroirs
paraboliques. Son but : incendier la flotte romaine durant le siege de Syracuse.
Dans ['histoire, ces miroirs paraboliques sont appelés Miroirs ardents.
C'est sous ce titre que Christiane Rousseau et Yvan Saint-Aubin signent
un article du dossier Applications des mathématiques présentant la propriété
remarquable de la parabole utilisée dans plusieurs applications techniques
modernes. L'article Euréka! Euréka!, du dossier Histoire des mathématiques,
présente quelques autres réalisations du savant Archiméde.

L'étude des gammes musicales remonte a Pythagore qui, selon la légende,
en entendant les différences de tons des sons émis par les marteaux d'un
atelier de forgeron, aurait eu l'idée de peser ceux-ci pour expliquer ces
différences de tons. Il @ poursuivi ses recherches sur I'harmonie des sons
en utilisant des cordes vibrantes et il en est résulté une gamme, appelée
gamme de Pythagore. Dans I'article Construction des gammes musicales
du dossier Mathématiques et musique, Serge Robert nous présente les
principes qui ont amené le développement de la gamme de Pythagore,
de la gamme de Zarlino et de la gamme tempérée.

Dans le dossier L'infini, Frédéric Gourdeau signe un article intitulé
L'infini, c'est gros comment? Annick et Yannick y découvrent certaines des
surprises que réserve I'infini. C'est un dossier qui devrait croitre sans limite.

Dans le dossier Logique mathématique et informatique théorique, Bernard R.
Hodgson signe l'article Envolées intersidérales... a destination terrestre!
qui porte sur des suites de nombres au comportement bizarre. Dans I'article
de Jean-Lou de Carufel, Apprendre a parler a des machines, du méme
dossier, Annick et Yannick rencontrent le célébre robot Johnny-5 pour
savoir comment les machines sont programmées pour communiquer avec
leurs utilisateurs.
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Christiane Rousseau
Yvan Saint-Aubin
Université de Montréal

Que cette légende soit vraie ou non, il y a
des centrales électriques utilisant le soleil
comme source d'énergie primaire. Nous y
reviendrons ci-dessous. Nous parlerons aussi
d'antennes paraboliques, de télescopes, de
phares d'automobiles et de radars. Quel est le
dénominateur commun? Dans tous les cas,
le principe de fonctionnement s'appuie sur
cette remarquable propriété de la parabole
(Figure 2):

« Tous les rayons paralléles
a l'axe de la parabole
et réfléchis sur la parabole
passent au foyer de celle-ci. »

Explicitons ce que nous voulons dire :

La rotation de la parabole autour de son
axe donne une surface appelée paraboloide
de révolution (Figure 1). Lorsque la surface
est réfléchissante, on a un miroir ardent
(ou miroir parabolique).

Figure 1

Figure 2
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Peut-on croire la Iégende selon laquelle

Archiméde aurait enflammé

la flotte romaine qui assiégeait Syracuse
en utilisant des miroirs ardents?

DENTS

En fait, lorsqu'on parlera de rayon réfléchi
sur la parabole (ou le miroir parabolique),
on entendra plutét un rayon réfléchi sur le
paraboloide de révolution. Mais, si un rayon
est paralléle a I'axe du paraboloide, il sera
réfléchi dans le plan contenant le rayon
et cet axe, si bien qu'on peut se limiter a
raisonner dans ce plan, dans lequel la trace du
paraboloide est une parabole.

Tout rayon lumineux réfléchi en un point
d'un miroir parabolique satisfait la loi de
la réflexion : les angles que font le rayon
incident et le rayon réfléchi avec la tangente
a la parabole sont égaux (Figure 2).

La démonstration de ce théoréme est
donnée dans I'encadré a la fin de l'article.
En particulier nous verrons que cette propriété
remarquable est une conséquence directe
de la définition géométrique de la parabole,
a savoir :

La parabole est le lieu géomeétrique des points
du plan a égale distance d'un point F, appelé
foyer, et d'une droite (A), appelée directrice
de la parabole. L'axe de la parabole est la
droite perpendiculaire a la directrice passant
par le foyer (Figure 3).

4)

Directrice

Figure 3
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Des applications

Est-ce que cette
propriété est vrai-
ment remarquable?
Est-ce qu'elle dis-
tingue vraiment
laparabole? Certai-
nement! Un miroir
plan transmet un
faisceau de rayons
paralléles en un
autre faisceau de
rayons paralléles
et un arc de cercle
transforme un fais-

Miroir droit

Miroir circulaire

ceau de rayons
paralléles en une
gerbe qui ne se

concentre pasen un
foyer bien localisé
(Figure 4). Il n'est
donc pas trop sur-
prenant de retrouver

la parabole dans Figure 4 : La réflexion

. ., de rayons paralleles par
plusieurs  applica des miroirs plan, circu-

tions technologiques. /aire et parabolique.

Miroir parabolique

Les antennes paraboliques

Une telle antenne est le plus souvent orientée
pour que son axe soit dirigé vers le satellite
qui la dessert. Le récepteur est alors situé au
foyer de I'antenne.

Figure 5 : Antenne parabolique a I'entrée de
Hofn en Islande (photo Serge Robert).

Les radars
Laformed'unradarestégalementparabolique.
La différence est que la direction de son axe
estvariable et que c'estle radar qui envoie des
ondes électromagnétiques dans la direction
de son axe. Lorsque ces ondes frappent un objet
lointain, elles sont réfléchies. Une portion de
celles-ci revient au radar (celles qui frappent
I'objet perpendiculairement a sa surface).
Elles frappent alors la surface du radar et sont
toutes réfléchies au foyer, la ou se trouve le
récepteur. Pour couvrir beaucoup de directions,
le radar est constamment en rotation.

Les phares d'auto

Ici, comme dans le radar, I'ampoule située au
foyer envoie des rayons, tous ceux envoyes vers
I'arriere étant réfléchis en un faisceau paralléle.

Les télescopes

On oriente le télescope de telle sorte que son
axe soit dirigé vers la portion du ciel qu'on
observe. Ainsi les rayons lumineux sont prati-
quement paralléles a l'axe du télescope. La
conception des télescopes se bute cependant
a un obstacle majeur. L'observateur ne peut
se tenir au foyer situé au-dessus du miroir
(car alors il obstruerait I'entrée des rayons
lumineux) et il faut donc utiliser un miroir
secondaire. Il existe deux maniéres de procéder.

1.Télescope de Newton : on utilise un miroir
plan a l'oblique comme sur la Figure 6.
S'il est suffisamment petit, ce miroir situé
juste au-dessus de la cuvette parabolique
n'obstruera que partiellement les rayons
provenant des étoiles.

2.Télescope de Schmidt-Cassegrain : on utilise
un miroir secondaire convexe situé au-dessus
du grand miroir appelé miroir primaire. Le
miroir secondaire est souvent un miroir
hyperbolique. Sa forme est un hyper-
boloide de révolution obtenu en faisant
tourner une hyperbole autour de son axe.
L'un des foyers de I'nyperbole coincide
avec le foyer de la parabole. Pourquoi?
Parce que I'hyperbole a aussi une propriété
remarquable : un miroir convexe en forme
d'hyperbole refléte un faisceau lumineux
convergeant vers un foyer en un faisceau
convergeant vers son deuxieme foyer ou
I'oculaire sera situé. (Figure 7 et encadré).
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Hyperbole

Tout rayon incident situé a I'extérieur d'une
branche d'hyperbole et dirigé vers le foyer

situé a l'intérieur de cette branche est réfléchi
sur la branche d'hyperbole vers I'autre foyer
de I'nyperbole.

~
.

Miroir
hyperbolique
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Figure 10 :
le four solaire
d’Odeillo (photo
Serge Chauvin).

Les fours solaires

Voici maintenant une application fort nova-
trice! Les fours solaires servent a capter
I'énergie solaire pour produire de I'¢lectricité.
Plusieurs d'entre eux sont construits a
Odeillo dans les Pyrénées en France, ou se
trouve le laboratoire PROMES du CNRS
(Laboratoire PROcédés, Matériaux et Energie
Solaire du Conseil National de la Recherche
Scientifique) sur I'énergie solaire. L'ensoleil-
lement y est exceptionnel. Le plus grand
four a une puissance de 1 mégawatt'. A titre
de comparaison, une éolienne, comme
celles que I'on retrouve en Gaspésie, produit
environ 600 kilowatts? quand le vent
atteint 50 km/h. La puissance de la plupart
des grands barrages d'Hydro-Québec
se situe entre 1000 et 3000 mégawatts;
la centrale Robert-Bourassa, du complexe
La Grande, produit 5600 mégawatts! Par
contre, dans beaucoup de pays, on multiplie

les petits barrages : il existe en France environ
250 barrages hydroélectriques dont la puis-
sance varie de quelques dizaines de kilowatts
a quelques centaines de mégawatts.

Méme si un mégawatt peut sembler petit,
une centrale solaire peut avoir des avan-
tages : l'impact écologique est minuscule,
elle est adéquate pour des régions ayant un
ensoleillement exceptionnel, mais pas néces-
sairement beaucoup de vent ni de ressources
hydrauliques, ce qui est le cas de plusieurs
pays en voie de développement, et elle peut
desservir des besoins locaux sans recourir
a des lignes de transport sur de grandes
distances.

Le four solaire d'Odeillo est constitué d'un
grand miroir parabolique d'une surface de
1830 meétres carrés. Son axe est horizontal et
son foyer se trouve a 18 metres du miroir.

Comme on ne peut orienter vers le soleil un
si grand miroir, on utilise un ensemble de
63 héliostats mobiles d'une surface totale
de 2835 metres carrés. Un héliostat est
simplement un miroir mG par un mécanisme
d'horlogerie permettant d'orienter les rayons
réfléchis dans une direction fixe, quelle
que soit I'neure du jour. Les héliostats sont
installés et programmeés pour qu'ils redirigent
les rayons solaires recus vers le four solaire,
parallélement a I'axe du four.

Figure 11 : /a batterie d’héliostats disposés
en terrasse en face du four solaire (photo
Serge Chauvin).

1. 1 mégawatt vaut un million de watts.
2. 1 kilowatt vaut mille watts.
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Tout le rayonnement recu par le four est
réfléchi au foyer ou se trouve un récepteur,
lequel contient de I'hydrogéne qui est chauffé
a une grande température. Cette chaleur
est transformée en puissance mécanique
entrainant une génératrice électrique selon
un mécanisme appelé le «cycle Stirling ».
L'ensemble du systéeme est appelé module
« Parabole-Stirling ». Les recherches visent a
optimiser le rendement lors de la transfor-
mation de I'énergie. On a déja observé un
rendement brut de 18 .

Alors, est-ce qu’Archimede
a incendié la flotte romaine?

L'application de la parabole suggérée par
Archiméde (toujours selon la légende) était
de construire d'énormes miroirs paraboliques
et de pointer leurs axes pour que leurs
foyers soient proches de la flotte romaine.
L'idée peut sembler farfelue et irréalisable
et nous serions tentés de Iattribuer 3
I'imagination trop fertile des historiens. Les
intrépides ingénieurs du Massachusetts
Institute of Technology, & Cambridge, dans
la banlieue de Boston, ont récemment essayé
une expérience de faisabilité®. En utilisant
plus d'une centaine de miroirs d'un pied
carré (~0.1m?), ils réussirent, apres quelques
tentatives, a enflammer une maquette d'un
bateau de 10 pieds de long (~3m) située a
environ 100 pieds (~30m) des miroirs orga-
nisés le long d'une parabole. Cette expérience
a ¢té critiquée a cause des différences entre
les distances utilisées dans I'expérience et
celles auxquelles aurait fait face Archimeéde.
Malgreé ces critiques, I'expérience montre que
I'ildée n'est pas aussi saugrenue qu'on aurait
pu penser.

Bien sar, Archimede ne pouvait pas aller a la
quincaillerie du coin acheter une centaine
de miroirs! Aurait-il pu utiliser plusieurs
boucliers bien polis les uns a coté des autres?
On en doute, mais on ne peut exclure cette
hypothése.

3. http://web.mit.edu/2.009/www/lectures/10_Archime
desResult.html

Preuve du théoreme

On note la longueur d'un segment AB par |AB|.

On commence par réduire le probleme en raisonnant avec la
figure suivante.

On considére une parabole de foyer F et de directrice (A).
Soit P un point de la parabole, et soit A sa projection sur (A).
Parladéfinitiongéométrique de la parabole, onsaitque |FP| = | PA|.
Soit Ble milieu du segment FA et soit (D), la droite passant par P
et B. Comme le triangle FPA est isocele, on sait qu'on a I'égalité
des angles FPB = APB. Or, regardons le prolongement PC de PA,
qui est le rayon incident. L'angle que fait PC avec la droite (D),
c'est-a-dire I'angle entre le rayon incident et la droite (D), est
égal a I'angle APB (angles opposés par le sommet), lequel est
égal a l'angle FPB. Dong, si la droite (D) se comportait comme
un miroir et si PC était le rayon incident, alors PF serait le rayon
réfléchi. On aura donc prouveé le théoréeme si on montre que la
droite (D) est tangente a la parabole en P.

La droite D est tangente a la parabole

[l nous faut maintenant prouver que la droite (D) définie
ci-dessus est tangente a la parabole en P. Nous montrerons
pour cela que tous les points de (D), sauf P, sont situés sous la
parabole.

La propriété géométriqgue définissant la parabole peut étre
reformulée ainsi : soit R, un point quelconque du plan et S, sa
projection orthogonale sur la droite directrice (S est donc le
point sur (A) tel que I'angle RSA soit droit). Alors on a :

|FR| <|SR| si R estau-dessus de la parabole
() 3|FR|=|SR| si R estsurla parabole

|FR| > |SR| si R estsous la parabole

Soit R un point quelconque de (D) différent de P, et soit S sa
projection sur (A). Les triangles FPR et APR sont congruents
car ils ont un angle congruent entre deux cotés congruents.
Donc |FR| = |AR|. D'autre part, puisque AR est I'nypoténuse du
triangle RSA, on a |SR| < |AR|. Donc | SR| < | FR|, ce qui implique
par (*) que R est sous la parabole.

(4] Accromoth ol 2 « hiver - printemps 2007



Archimeéde
~287 0 ~212
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Le mathématicien grec Archimede est né a Syracuse,
en Sicile, vers 287 avant notre ére et est mort en
212, tué par un soldat romain lors de la seconde
guerre punique. Sa vie fut entierement consacrée
a la recherche scientifique et ses découvertes sont
tellement fondamentales qu'elles ont des retom-
bées dans tous les champs scientifiques. Il a séjourné

en Egypte et a peut-étre étudié a Alexandrie avec
les successeurs d'Euclide. Il correspondait avec
Eratosthéne qui fut son ami et & qui il communiqua
plusieurs de ses découvertes par écrit.

André Ross
Cégep de Lévis-Lauzon

On raconte plusieurs anecdotes sur
Archimeéde et l'une des plus célebres est
I'histoire de la couronne du roi Hiéron. A
son accession au tréne de Syracuse, celui-ci
s'engagea a offrir une couronne d'or aux
dieux. Il demanda a un orfévre de réaliser cette
couronne en lui fournissant une quantité
d'or qu'il avait préalablement pesée. La
couronne produite avait exactement le méme
poids que l'or fourni par Hiéron. Cependant
celui-ci, soupgonnant l'orfévre  d'avoir
remplacé une certaine quantité d'or par de
I'argent, demanda a Archimede de prouver
que l'orfevre l'avait fraudé. C'est en prenant
son bain que le savant aurait eu l'intuition de
la facon de prouver le subterfuge. Il constata
que, plus la partie immergée de son corps
était importante, plus la quantité d'eau qui
débordait du bain était importante. Fier de
sa découverte, il se serait précipité nu dans la
rue en criant : « Euréka, Euréka » (j'ai trouvé,
j'ai trouve).

Il prit deux solides de méme masse que la
quantité d'or fournie par Hiéron, I'un en or
et l'autre en argent. Aprés avoir rempli un
contenant d'eau jusqu'au bord, il y plongea
la masse d'or et observa que le contenant
perdait une certaine quantité d'eau. Il recom-
menca avec la masse en argent et constata
que le déversement d'eau était plus impor-
tant que dans le cas de la masse d'or. |l
refit alors I'expérience avec la couronne et

constata qu'il perdait plus d'eau qu'avec la
masse en or et moins qu'avec la masse en
argent, ce qui démontra qu'une certaine
quantité d'argent avait été mélangée a I'or
pour réaliser la couronne (dans l'expérience
d'immersion d'Archimeéde, la forme du solide
plongé dans I'eau importe peu).

Dans son ouvrage Sur les corps flottants,
Archimede présente ses travaux en hydro-
statique et traite de ['équilibre d'un para-
boloide de révolution flottant dans un liquide.
Le probleme est le suivant : si le paraboloide
certain nombre de

degrés, réussira-t-elle

étude débouche sur le probleme de I'équilibre
des coques de navire.

est penché d'un —
a se relever ? Cette o j

Etude des leviers

Archimede s'est également intéressé au
probleme de la manipulation des objets
lourds, ce qui I'a amené a étudier et classi-
fier les leviers dont il a énoncé les principes.
Dans son étude des leviers, Archimede adopte
une approche analogue a celle de la
géométrie en énoncant des principes
physiques sous forme de pos-
tulats comme suit :

® Des masses inégales, a
des distances
inversement
proportion- M,
nelles a ces
masses, sont en équilibre.

——

M,

® Des masses égales
a des distances
différentes ne
sont pas en
équilibre et penchent du coté de la masse
qui est a la plus grande distance.

' d !— dy
g

® Des masses qui s'équilibrent a des distances
¢gales sont égales.




Archimede n'a pas inventé les
leviers; ils étaient utilisés depuis
fort longtemps. Cependant, il a fait

Premier ordre
Force

Euréka! Euréka! | André Ross ® Cégep de Lévis-Lauzon

Classification des leviers appelée vis d'Archiméde (Fig. 3).

Insérée dans un cylindre, elle
servait a ¢élever I'eau. Elle est

une description mathématique
des caractéristiques fondamen-
tales des leviers et a utilisé cette

Poiﬁt d'appui

Deuxiéme ordre

Masse ‘%

encore utilisée pour lirrigation
des champs en Afrique.

abstraction mathématique pour
en démontrer d'autres propriétés.
[I'y a une grande différence entre

I'utilisation d'une technique et g Point dappui

&

Masse

Troisieme ordre

Archiméde  s'est  également
rendu célébre en calculant
I'aire de polygones inscrits et
circonscrits a un cercle, ce qui
lui a permis de déterminer que

[
Point d'appui

la compréhension des principes
scientifiques sous-jacents.

Le résultat dont Archiméde était
le plus fier est le suivant : ]

Lorsqu'un cylindre est

circonscrit & une sphére T R

avec un diamétre égal

a celui de la sphére, le
volume et la surface du cylindre sont une fois

et demie le volume et la surface de la sphére.

[I'a demandé que la figure illustrant ce
théoréme soit gravée sur sa pierre tombale.
Cette relation est tres intéressante. Le
volume du cylindre est le produit de l'aire
de sa base par sa hauteur. Son aire est
la somme de l'aire de sa surface
latérale et de l'aire de ses
bases. L'aire de la sur-
face latérale est
le produit
de la

Figure 3

circonférence
de sa base par sa
hauteur et les deux bases
sont des cercles de méme
rayon que la sphere. Il est donc
facile de trouver le volume et la surface
de la sphere connaissant cette relation
(voir la section problémes).

Archiméde a développé plusieurs mécanismes
utilisant les poulies, en particulier les catapultes,
utilisées pour deéfendre la ville de Syracuse
contre les attaques des légions romaines.
Il a également inventé une vis sans fin,

ForceT Masse é

la valeur de 7t est comprise entre

310et310,
71 70

Carthage et les guerres puniques

Le roi Hiéron meurt en 215. Son successeur décide de sallier a Carthage
alors en guerre avec Rome. Archimede est tué lors de la prise de Syracuse
par les romains trois ans plus tard. Ville d'Afrique du Nord située sur le
golfe de Tunis, Carthage fut fondée vers 814 avant notre ere. L'adjectif
punique vient du latin Punicus (Pceni) qui désignait les Carthaginois.
Les guerres puniques avaient pour but 'hégémonie en Méditerranée
occidentale et elles éclatérent lorsque Rome, apres avoir conquis ['talie

meéridionale, se heurta a Carthage en Sicile.

II'y eut trois guerres puniques, la premiere de 264 a 241 avant notre ére,
la deuxieme de 218 a 201 et la troisiéme de 149 a 146. Au terme de la
troisieme, Carthage fut détruite. Selon le récit qu'en fit le poete romain
Virgile dans ['Enéide, la ville aurait été fondée par la reine Didon accom-
pagnée de partisans venus de Phénicie et de Chypre. Détruite en 146 au
terme de la troisieme guerre punique, elle fut reconstruite une premiere
fois sous le nom de Colona Julia en honneur de la déesse Junon. César
la fit reconstruire sur un site différent, ou elle devint un centre intel-
lectuel et religieux des possessions romaines en Afrique, puis un centre
chrétien. Elle fut prise par les Vandales en 439, reconquise en 534 par
Belisaire pour le compte de I'Empire byzantin et pillée par les Arabes en
698. Carthage n'était plus qu'une simple bourgade lorsque Louis IX
(Saint Louis) y mourut de la peste en 1270 lors de la huitieme

croisade, qui avait pour but de convertir le Sultan de Tunisie.

Baléares
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Maroc
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lLa

des gaIMIMES musicales

L'histoire dit que Pythagore s‘amusait
a faire vibrer des cordes de différentes
longueurs et de différentes tensions
pour étudier les rapports des sons
entre eux. On peut faire la méme

Serge Robert
Cégep
Saint-Jean-sur-Richelieu

expérience sur une guitare.

Lorsqu'on fait vibrer une corde de guitare,
plus la partie vibrante est longue, plus le son
est bas et, vice versa, plus elle est courte, plus
le son est aigu. Si on appuie sur une corde a la
12¢ case, le son entendu sera a I'octave du son
de la corde a vide; il aura une fréquence deux
fois plus élevée. Bien entendu, Pythagore ne
connaissait pas la physique comme vous; la
notion de fréquence lui était inconnue, mais
il savait srement reconnaitre quand un son
était a I'octave d'un autre son.

l

471/2%

Ainsi, deux sons sont a I'octave I'un de l'autre
si le rapport de leurs fréquences est égal a deux :
Octave: f—2 =2.
1

Si on effleure avec la main gauche une
corde de guitare a la septieme case sans
appuyer la corde sur la frette, on obtiendra
un son vaporeux, appelé harmonique, dont
la fréquence est trois fois plus élevée que la
note fondamentale de la corde. La septieme
frette est située a peu prés au tiers de la
longueur de la corde. Nous verrons plus loin
pourquoi ce n'est pas exactement le tiers. Le
fait d'effleurer cette corde I'oblige a vibrer
comme si on avait appuyé au tiers de la
longueur de la corde vibrante.

4—4/3—»

On raconte que Pythagore en avait déduit
que la hauteur d'un son, qui pour nous
correspond a la fréquence f, est inversement
proportionnelle a la longueur £ de la corde :
Foel.
L
La cinquiéme corde d'une guitare en partant
de la corde la plus aigué est un /a. Si, avec la
main droite, on pince cette corde et qu'avec



La construction des gammes musicales | Serge Robert ¢ Cégep Saint-Jean-sur-Richelieu

un doigt de la main gauche on I'effleure a
peu prés au-dessus de la septieme frette,
on entendra un mi qui sera a peu pres le
méme que celui de la premiere corde a vide
(sans appuyer sur la corde). Ce mi est dans
un rapport de 3/2 avec le /o obtenu a la
deuxiéme case de la troisieme corde. Ce
rapport harmonique était connu des Grecs
et est largement utilisé dans toutes les
musiques, c'est la quinte.

On dit que deux sons sont a la quinte I'un de
I'autre si le rapport de leurs fréquences est
égal a 3/2.

Quinte: f,_3

f. 2

Leonhard Euler, qui vécut de 1707 a 1783,
s'intéressa lui aussi @ la musique et en vint
a la conclusion que le rapport harmonique
que font deux sons entre eux sont d'autant
plus agréables a I'oreille que le rapport des
fréquences s'exprime avec de petits nom-
bres entiers. Pythagore aimait tellement les
quintes qu'il construisit toute une gamme en
prenant les quintes successives d'une note de
départ. Par exemple, si nous partons avec un
do, la quinte du do est un so/; la quinte de ce
sol est un ré.

1

Soit do' le dode la premiére octave; sa quinte

est sol" : 3
sol' = 7% do’.

La quinte de ce sol est le ré? (le ré de la
seconde octave) :

ré? =§><so/1 =§><§><do1 =gxdo‘.
2 2 2 4

Un son se propage dans l'air comme des vagues dans I'eau; le haut
de la vague représente une pression de I'air plus élevée et le creux
de la vague, une pression plus basse. Le changement périodique

de la pression de I'air produit le son dans nos oreilles; le nombre
de fois par seconde que cela se répete s'appelle la fréquence du
son. Par exemple, un diapason en /a donne un son de fréquence
440. L'unité de fréquence est le hertz (Hz) et correspond a un
battement par seconde.

Ce ré étant plus haut que l'octave du do
initial, nous pouvons diviser sa fréquence par
deux afin de rester a l'intérieur d'une octave :
a9
ré'==xdo'.
o |

((EeE—SE

J & ’

Ce rapport de 9/8 s'appelle un ton majeur.

Si maintenant nous continuons avec ce ré', la
quinte de ré étant /a, nous obtenons :

27
ok =§><ré‘=%><§xdo1 =" xdo".

La quinte de ce /a sera un mi? et, divisant sa
fréquence par deux toujours afin de rester
dans 'octave initiale, ceci nous donnera :

5 3 3 27 81
mi’ ==xlo' ==x=—xdo' =—xdo,
2 16
. 81
etm' =— xdo'.
64
A | -
)’ A [ | & |
(5—— — —
LSV | >
J ’ ¢
Les fractions deviennent de plus en plus
compliquées :
. 3 . 81 243
si'==xmi'==x—xdo' =—xdo'.
2 2 64

On arrive donc a la gamme suivante, dans
laquelle il ne manque que le fa :

o) | |
I | [ [
| [ [ 4 r )
[ o Y [ 4 r ) e
ANV S . v
D S A .
do ré mi+ sol la+ Si+ do
1 9/8 81/64 3/2 27/16 243[128 2

Les + sont la pour indiquer que ces notes sont
plus hautes que les harmoniques naturelles,
que nous verrons un peu plus loin.

o Accronoth  vol. 2« hiver— printemps 2007
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Marin Mersenne
1588-1648

le pére Marin Mersenne,
savant et philosophe francais,
fut I'un des premiers a utiliser
un laboratoire et a y faire des
expériences. Il a correspondu
avec tous les savants et
philosophes de son époque,
contribuant ainsi a faire
connaitre les découvertes
et a favoriser les échanges
d'idées entre les savants.
Cette correspondance a joué
un réle important durant cette période, car les revues scien-
tifiques n'existaient pas encore. A sa mort, on découvrit dans
sa cellule des lettres de 78 correspondants incluant Fermat,
Huygens, Pell, Galilée et Torricelli.

Extrémement soucieux de précision, il a inlassablement préné
la prudence dans les procédures expérimentales, la répétition
des expériences et la publication des résultats numériques. Ses
pbles d'intérét couvraient de nombreux domaines scientifiques,
mais sa passion fut l'acoustique. Dans deux travaux publiés en
1634, les Questions harmoniques et Les préludes de I'harmonie
universelle, il fit une analyse scientifique du son et de ses effets
sur l'oreille et I'ame.

C'est lui qui a trouvé la formule reliant les différents parametres
de la corde vibrante :

1 |7

f=—
2\ p

® Test la tension dans la corde; plus celle-ci augmente, plus la
note est aigug;

e /estlalongueur de la corde; plus elle est petite, plus la note
est aigué;

® p est la densité linéaire de la corde; plus la corde est grosse
(massive), plus la note est basse.

Par exemple, sur une guitare, on varie la longueur de la corde
vibrante en appuyant en différents endroits sur la corde; la ten-
sion dans les cordes est ajustée a l'aide des clés mécaniques et
les cordes sont de densités différentes.

Il fallut attendre le XVIII¢ siecle avant d'avoir une démonstration
mathématique de la formule de Mersenne; de grands mathé-
maticiens comme Euler, d'Alembert, Bernoulli et Lagrange la
démontrerent en utilisant le calcul différentiel et intégral.

Si on prend les quintes successives d'une
note de base, on obtient le cycle des quintes
suivant :

do#®

fo#*

Cycle des quintes

On voit qu'il faudrait prendre 11 quintes
successives pour obtenir le fa et, en fait, le
mi diese ne donnera pas exactement le fa; il
serait égal a:

, 1 (3)" 3"
m/#1:—x(—) Xdo'=—xdo".
2 2

Un peu trop compliqué comme fraction! On
essaie donc de construire le fa en utilisant les
quintes descendantes. La quinte inférieure de
do' est justement un fa :

do' 3 2 4
— ==, fd" ==xdo' etfa' =—xdo'.
2 3 3

fa°
h
)’ A
S ‘

On se trouve donc en face d'un nouveau
rapport harmonique d'expression trés simple,

c'est la quarte :
f, 4

i 3

Ce rapport harmonique est l'inverse de Ia
quinte puisque cesdeuxintervallessuperposes
donnent l'octave ; la quarte au-dessus de la
quinte est :

—x=xdo' =2do".
3 2

Quarte:

De méme pour la quinte au-dessus de la

quarte: 3 4
—x—xdo' =2do".
2 3
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Nous avons donc une gamme complete
de sept sons couvrant une octave : c'est la
gamme de Pythagore.

)’ L ] ] ] |

e 4+ ¢ ©
do ré mi+ fa sol o+ Si+ do

1 9/8 81/64 4/3 3/2 27/16 243[128 2
Gamme de Pythagore
Cette gamme comprend trois notes beaucoup
trop complexes pour que leur rapport au do
initial soit agréable a l'oreille : le mi+, le lo+
et le si+, ce dernier étant sans contredit le
pire. L'intervalle de si+ a do est ce que I'on
appelle le limma pythagoricien :
do® 256
— =lmma, = —.
Sl + 243

La seule véritable facon d'entendre cette
gamme consiste a programmer un ordinateur
ou un synthétiseur. Aucun instrumentiste ne
peut arriver a jouer ces notes parfaitement,
d'autant plus que la plupart des instruments
modernes sont incapables de jouer d'autres
gammes que la tempérée (que nous verrons
plus loin). Il n'y a donc pratiquement que
les violonistes qui pourraient arriver a jouer
une gamme de Pythagore, mais comme
nous allons le voir a la prochaine section,
la gamme la plus naturelle est celle qui
fait appel, en plus des quintes, aux autres
harmoniques.

f I |
)’ | | | |
Q%E =

do ré mi+ fa sol o+ si+  do
1 9/8 81/64 43 3/2 27/16 243/128 2
EI’E?E/’E;‘ZES’/ZLESGI’E? 9/8 256/243
Rapports dans la gamme de Pythagore

La gamme de Pythagore est composée
de deux tétracordes (suites de quatre
notes) identiques séparés entre eux par un
ton majeur, ce qui en fait une gamme
extrémement symétrique, sans nul doute sa
principale qualité.

La gamme de Zarlino

Un compositeur italien, Gioseffo Zarlino
(1519-1590), construisit une gamme, plus
simple que celle de Pythagore, en se basant
uniquement sur les harmoniques naturelles,
c'est-a-dire les notes dont les fréquences

sont des multiples entiers de la fréquence de
la note de base. Si f est la fréquence de cette
note, la n® harmonique aura une fréquence :

f =(n+1)xf,.
1. La premiére harmonique est l'octave :

f
fi=2xf; +=2.
fo
2. la deuxieme harmonique est la quinte

au-dessus de l'octave :
f, 3
f,=3f, ===
f, 2
3. La troisieme harmonique, la deuxieme
octave de la fondamentale :

f
f,=4f;, 2=4=2%
fO
La troisieme harmonique est a la quarte de
la deuxiéme harmonique :
f, 4f, 4

3 - To 2
f, 3f, 3
4. la quatrieme harmonique va créer un
nouveau rapport harmonique :
f, =5xf,.

Le rapport entre la quatriéme et la troisiéme
harmonique nous donne une autre fraction
simple : f,_5
f, 4
Ce rapport harmonique s'appelle la tierce

majeure.

. . f
Tierce majeure: % =—.
1

Par exemple, sila note fondamentale est un do,
nous obtenons les harmoniques suivantes :

Y - -

La tierce majeure est trés importante puisqu'elle
définit I'accord majeur: do-mi-sol, qui
est a la base de toute I'harmonie classique.
Si on définit le /a comme étant la quarte
au-dessus du mi, on obtiendra :

4 5 5

lo=—=x—=xf,==xf,.

3 4 3
Dans la gamme de Zarlino le ré et le fa
s'obtiennent de la méme fagon que dans la
gamme de Pythagore.
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Et, pour terminer cette gamme, il reste a trou-
ver le si; il suffit de prendre la quinte du mi :
.3 . 3.5 15
Si==Xmi=—=X—Xf,=—Xf,.
2 2 8
Nous obtenons ainsi une gamme complete,
beaucoup plus simple que celle de Pythagore;;
basée sur les quatre rapports harmoniques
engendrés par les quatre premieres harmo-
niques d'un son: l'octave, la quinte, la quarte
et la tierce majeure. Cette gamme porte le

nom de gamme de Zarlino.

f I |
)’ 4 R | | | |
é e .

do ré mi fa sol o si do
1 9/8 5/4 4/3 32 5/3 15/8 2
Gamme de Zarlino

Cette gamme se généralisa dans toute la
musique occidentale a partir de la Renais-
sance. Malheureusement, son architecture
n'est pas aussi symétrique que celle de la
gamme de Pythagore. Elle est constituée de
trois tons majeurs (9/8), deux tons mineurs
(10/9) et de deux demi-tons majeurs (16/15).

f I |
)’ R | | | |
e)g =

do ré mi fa sol la si do
1 4 43 32 5/3 15/8 2

9/8 5/
N A
9/8 10/9 16/15 9/8 10/9 9/8 16/15
ton ton 1/2ton ton ton ton  1/2 ton

maj. min. maj. maj. min. maj. maj.

Rapports dans la gamme de Zarlino

Simon Stevin

1548-1620

Simon Stevin est né a Bruges en 1548, mais il passa
la majeure partie de sa vie aux Pays-Bas, ol il mourut
en 1620. Comme plusieurs mathématiciens de son
époque, il s'intéressait a toutes sortes de sujets.
Contemporain de Galilée, il a, tout comme celui-ci,
contribué a la naissance d'une nouvelle discipline
scientifique, la mécanique. Avec Rheticus et Kepler, il fut I'un des premiers
a publier une défense du systeme copernicien. Il a entre autres publié
un volume de géométrie, Problematum geometricum, un Pratique
d'arithmétique et son célebre Statique. Finalement, il a écrit un livre
sur la musique, bien qu'il n'‘emploie pas le mot musique mais plutot le
terme chanter, Vande spiegheling der singconst, « Sur la théorie de l'art
de chanter »; cet ouvrage, dans lequel il expose sa facon de construire la
gamme tempérée, est resté un manuscrit jusqu'a sa parution 8 Amsterdam

en 1884.

Problemes de la gamme
de Zarlino

Les quintes de la gamme de Zarlino ne sont
pas toutes justes; par exemple, la quinte ré-/a:
o 5/3 5 8 40
—=—=—X—=—=14815..<1,5.
ré 9/8 3 9 27

Ce rapport est plus petit que 3/2. En fait, comme
on I'a vu dans la gamme de Pythagore, pour
que la quinte soit juste, il faut aller chercher
le la+, 27[16. Les autres quintes, do-sol,
mi-si, fa-do sont exactes.

Le second probléme rencontré avec ['utilisation
de cette gamme fut la modulation. Méme si
une piece est écrite en do majeur, les musiciens
ne jouent pas toute la piece dans cette tonalité;
ce serait comme peindre toute une toile unique-
ment avec une couleur. Les changements
de tonalité s'appellent des modulations. Par
exemple, on commence une piece en do majeur,
on s'en va ensuite a la quinte en jouant
en so/ majeur ; le probleme c'est que les notes
de la gamme de do ne donnent pas exactement
la gamme de Zarlino construite sur le sol.

Par exemple, dans la gamme de do, I'accord
majeur est do-mi-sol, ce qui représente les
rapports 1 - 5/4 - 3/2, tandis que l'accord
de ré majeur, ré-fa#-la, qui correspond aux
rapports 9/8 - 45/32 - 5/3, n'est pas le méme
accord puisque les rapports entre ces notes
sont 1 - 5/4 - 40/27. Un instrument accordé
en dosonne légérement faux si on joue en ré,
et ainsi de suite.

La gamme tempérée

Pour remédier a tous ces problémes
d'intonation, les théoriciens de la musique ont
essayé longtemps de trouver une solution.
De nombreuses solutions avaient été propo-
sées, entre autres par Kepler et Euler, mais
elles demeuraient insatisfaisantes puisque
certaines modulations étaient toujours
impossibles. C'est un mathématicien flamand,
Simon Stevin, qui le premier accorda un
monocorde entempérament égal, c'est-a-dire
une gamme composée de douze demi-tons
exactement égaux. C'est ce qu'on appele la
gamme tempeérée. Fvidemment, cela sappliquait
surtout aux instruments qui jouent des notes
fixes comme le clavecin, I'orgue, la guitare,
etc., mais non aux instruments de la famille
du violon, ni au luth, sur lequel les frettes ne
sont que des cordes que I'on peut bouger.



La gamme tempérée fut adoptée dans le
nord de I'Allemagne des le XVII© siécle, et on
I'entendit pour la premiere fois sur I'orgue
construit par Arp Schnitger a Hamburg
en 1692. Cest pourquoi Bach pouvait se
permettre dans ses piéces pour orgue de
moduler dans des tonalités trés éloignées,
méme si cela génait la concentration des
fideles.

Bach adapta ce systéme a tous ses instru-
ments a clavier : clavecin, épinette, clavicorde
et orgue. Il donna ses lettres de noblesse
a ce systtme en composant deux séries de
24 préludes et fugues dans tous les tons,
montrant ainsi ce que I'on pouvait faire avec
un clavier bien tempéré'.

Mathématiquement, la gamme tempérée est
telle que si £, 1, 1, ..., f,, sont les fréquences
des douze demi-tons de la gamme, alors :

hoh G _h

foﬁfsz.

10

Si € représente ce rapport commun, alors :
AN AN
fo i f fo i 1o

g2 =2,
e =12 =2"" =1,059463094 .

Comme ce rapport est un nombre irrationnel,
il ne correspond pas a un rapport harmonique
naturel. En fait, aucun rapport dans cette
gamme n'est harmonique, sauf évidemment
I'octave. Par exemple, la quinte do-sol est
égale a €’ puisqu'il faut sept demi-tons pour
aller a la quinte :

do - do# - ré - ré# - mi - fa - fa# - sol.
Et ce nombre est aussi un nombre irrationnel,
comme toutes les puissances de € . En fait,

€’ =1,498307073...

La différence entre cette quinte tempérée et
la quinte harmonique peut ne pas sembler
grande, mais si on calcule les fréquences a
partir du do 256, cela donne une fréquence de
383,57 pour la quinte tempérée et 384 pour
la quinte harmonique. Si deux cordes d'un
piano accordées selon ces deux fréquences
vibraient ensemble, nous entendrions une

1. Plusieurs musicologues contestent aujourd’hui cette
thése en se basant entre autres sur les fioritures que
Bach a ajoutées au titre de ces ceuvres.

oscillation dans l'intensité du son obtenu;
on appelle ca des battements. Ici, nous
aurions 0,43 battements par seconde, donc
un battement par deux secondes environ.
Cela n'est pas trop génant. Mais si on refait
les mémes calculs a partir du /o 440, on
obtient environ un battement par seconde,
ce qui dérange un peu plus.

Dans la gamme tempérée, aucun rapport
n'est harmonique sauf I'octave; les diéses et
les bémols sont identiques. La tonalité de ré
majeur, par exemple, n'est qu'une translation
de do majeur, etc.

Le triton, «Diabolus in musica»

Les rapports de tierce majeure (5/4) et de
tierce mineure (6/5) furent considérés, a partir
de la Renaissance, comme consonants; de
méme pour leurs inverses respectifs, la sixte
mineure (8/5) et la sixte majeure (5/3), qui
apparaissent lors des renversements des
accords majeurs et mineurs. Mais le rapport
qui fut longtemps considéré comme étant le
plus dissonant est le triton ou quarte aug-
mentée: l'intervalle do-fa# (45/32). Il était
nommé Diabolus in musica et représentait le
diable. Toute la musique de Bach est truffée
de symboles musicaux que les auditeurs de
I'époque savaient décoder. Par exemple, une
descente aux enfers pouvait étre représentée
par une descente chromatique (un demi-ton
a la fois) et la rencontre avec le diable, par
le triton.

Le triton est composé de six demi-tons (de do
a fa#, par exemple) : c'est le milieu géomé-
trique de la gamme tempérée:

86 — (1\2/5)6 =26/12 — 21/2 — \/5

Nous voyons donc le diable : \/E I Pythagore
serait d'accord.
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Presque tous les instruments de musique sont accordés selon la gamme
tempérée. C'est le cas pour tous ceux dont les notes sont fixées par le

fabricant: piano, guitare, flute traversiere, clarinette, etc.

Les instruments dont les notes ne sont pas déterminées d'avance auront
tendance a jouer la gamme de Zarlino, privilégiant ainsi les harmoniques
naturelles : toute la famille du violon, la voix humaine, le trombone,
la trompette sans piston; certains synthétiseurs offrent la possibilité
d'utiliser différents tempéraments, certains clavecinistes, dans un souci
d'authenticité, font accorder leur instrument selon les tempéraments

d'époque.




Ce matin-la, a la cafétéria

Annick
L'infini, c'est gros comment?

niversité Laval

Yannick, levant les

de savoir
acon, l'infini, ¢a
d€ja vu ca, toi, l'infini?

Annick
Oui!Bien sar, et toi aussi. Que penses-tu qu'on
écrit quand on écrit que 1/3 c'est 0,333...

Yannick
Ok, c'est vrai, le périodique, c'est déja I'infini.
Ou quand on écrit la valeur de it = 3,14159...

Annick

Oui, et puis les nombres naturels, les entiers,
les nombres rationnels, les fonctions, les
polyndmes, les ...

Yannick
Ok, ca va, j'ai compris. Mais qu'est-ce que tu
veux dire, I'infini, c'est gros comment?

Annick

Je te donne un exemple. Prends les nombres
naturels et les nombres pairs. Prends-les tous.
Est-ce qu'il y a plus de nombres naturels que
de nombres pairs?

c'est grosSWaninEy”:

els qu

ck
est ce que je me sui
un probleme. Ca veut dire
nombres naturels est deux foi
que l'infini des nombres pairs, et qu'i
infinis plus grands que d'autres.

Yannick lI'interrompant
Je ne vois pas le probleme.

Annick

Laisse-moi finir. Alors, je disais qu'il y a plus
de nombres naturels que de nombres pairs.
Mais si je multiplie chagque nombre naturel
par deux, je ne fais rien disparaitre, je trans-
forme, et je n'ai donc pas moins de nombres
avant qu'apres.

Yannick, se tenant la téte

W6 minute, on attend un peu. Je suis
com-plé-te-ment perdu.

Annick s'interrompt, prend une feuille et
trace un diagramme.

N={0,1,23,4567282910,..}
Yoy oy

P={0, 2, 4 6 8 10, ..}

N={01,23.4 5 6 7, 8 910,..}
B R IR IR IR R L A B A

P ={0,2, 4,6, 8,10, 12, 14, 16, 18, 20, ...}



naturels,
X, pour obte-
On ne détruit rien,
ant avant de multiplier par
. qu'aprés avoir multiplié par deux, et
il y a donc autant de nombres naturels que
de nombres pairs. Je vois, mais je n'aime
pas ca.

Annick reprend

Cest la ou j'en suis. Linfini, c'est gros
comment? Est-ce qu'il y a vraiment des
infinis plus grands que d'autres, ou est-ce
qu'il y a un seul infini?

Le lendemain matin,

toujours a la cafétéria
Annick
J'ai fait une recherche sur Internet a propos
de l'infini. Mon dessin d'hier allait dans le
sens des idées de Cantor.

Yannick
Cantor ?

1. Voir note historique sur Cantor en page 25 du volume 1
d’Accromath.

, ¢'est gros comment ic Gourdeau ® Université Laval

seorg Cantor, c'est un mathématicien d'ori-
gine russe qui s'est intéressé aux ensembles
infinis. La notion-clé de sa démarche est la
bijection. Regarde ce que j'ai imprimé.

Bijection
On considére un groupe d'amis dans lequel il y a trois filles et
quatre garcons. Si on veut former des couples pour le bal de fin
d'année, il y a toujours un garcon qui n'est pas jumelé. On dit que
les ensembles ne peuvent étre
mis en bijection.

Si Emilie se joint au groupe, il y
aura autant de garcons que de
filles. On pourra alors former des
couples de telle sorte que chaque
fille soit associée a un garcon et
réciproquement. Il y a alors bijec-
tion entre les deux ensembles.

agali
Noémie Christian

N , Solene Mathieu
Cantor a utilisé cette notion pour Emilie Samuel

comparer des ensembles infinis.

On dit que deux ensembles ont

la méme cardinalité s'il est possible de définir une bijection entre
les deux ensembles. Ainsi, I'ensemble des naturels est de méme
cardinalité que I'ensemble des nombres naturels pairs.

Annick

Tu vois, mon diagramme d'hier est en plein
ce qu'il faut. Cantor dirait que les deux
ensembles ont la méme cardinalité. Il est
possible de définir une bijection entre
I'ensemble des nombres naturels et celui des
nombres pairs!
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Numérateur

e U1 H W N

Yannick
Bon, alors, tous les infinis sont pareils!
Une bonne chose de réglée...

Annick

Pas du tout! Il y a des infinis plus grands que
d'autres. Cantor a désigné par infini dénom-
brable un ensemble infini pour lequel on
peut définir une bijection avec I'ensemble
des nombres naturels. Cantor a démontré
que l'ensemble des nombres rationnels posi-
tifs est dénombrable, mais que l'ensemble
des réels, lui, ne I'est pas. Regarde un autre
diagramme que j'ai imprimé.

Yannick, intéressé cette fois
Attends, je pense que je comprends. En
suivant le chemin indiqué par les fléches,
il associe un nombre naturel et un seul a
chaque nombre rationnel. C'est ¢a? Mais
pourquoi il n'y a rien d'écrit a coté de 2/27?

Dénominateur

1 2

1,
2/1,
3/1s
4/1g
5/1

112 5
2/2
3/27
42
5123

6/1, 6/2

5 4 5 5
1134 1/49 1/510 1/617000
2/3g 2/4  2/516 2[6 eee
33 3fa,s 3/5  3/6 eee
403, 4/4 45 4[6 eee
5/3 5/4 5[5 5/6 eee
6/3 6/4 65 6[6. cen
Annick

I ne faut pas répéter 2/2, c'est la méme chose
que 1/1. Alors, les nombres rationnels qui,
une fois simplifiés, donnent un nombre déja
associé sont laissés de coté. En poursuivant
ainsi, chaque nombre rationnel est associé
a un et un seul nombre naturel. L'ensemble
des rationnels est donc dénombrable. Tous
les nombres rationnels peuvent aller au bal
accompagnés d'un nombre naturel.

Yannick

Spécial, on a une bijection entre N et QQ et
pas de formule, juste un dessin. Je ne pensais
pas qu'on faisait cela en mathématiques.

La cloche sonne
Yannick
Bon, infini ou pas, on va étre en retard au
cours. On finit ca la pour ce matin.

Annick

Attends un peu. Je voulais te montrer un
dernier diagramme. Cantor a démontré que
I'ensemble des nombres réels de l'intervalle
10, 1[ n'est pas dénombrable. Mais je n'ai pas
tout compris.

Yannick

Si tu n'as pas tout compris, pourquoi est-ce
qu'on n'irait pas voir Alexandra ce midi?
Elle serait surprise...

Annick
D'accord !

Le midi, avec Alexandra,
la prof de maths
Annick
Jai cherché sur Internet et j'ai trouvé
I'argument de la diagonale de Cantor.
Peux-tu nous expliquer ¢a ?

Alexandra, estomaquée
Impressionnant. Vous vous intéressez a
I'infini? Voyons un peu le diagramme.

Yannick
C'est Annick qui a tout trouvé. Moi, je suis
spectateur...

Alexandra
Regardez, la diagonale s'étend a l'infini et
en prenant les chiffres sur celle-ci, on peut
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former un nombre qui est un développement
décimal illimité. Pour illustrer, supposons
que ce nombre soit 0,3452768... Yannick,
tu vas modifier ce nombre en changeant ses
chiffres un par un. Disons que si un chiffre
est différent de 5, tu le changes pour un 5,
et si ce chiffre est 5, tu le changes pour un 2.
Change d'abord le premier chiffre, qu'est-ce
que tu obtiens?

Yannick
J'obtiens 0,5452768..., mais je ne sais pas ou
on va...

Alexandra
Le premier chiffre venait du carré rouge
provenant de la ligne associée a 1. Es-tu
d'accord qu'en changeant ce chiffre tu as
obtenu un nombre qui est différent de celui
associé a 17

Yannick
Bien sar.

Alexandra

En procédant de la méme facon, change
maintenant le second chiffre, celui prove-
nant du carré rouge de la ligne associée a 2.
Qu'est-ce que tu obtiens?

Yannick
J'obtiens 0,5552768..., mais je ne sais toujours
pas ol on va...

Alexandra

Ftes-vous d'accord qu'en changeant ce
chiffre on a obtenu un nombre qui est
différent de celui associé a 27

Annick
Je viens de comprendre ce que je ne compre-
nais pas hier. On a maintenant un nombre
qui est différent des deux premiers nombres
de la liste.

Alexandra

Tout a fait, et en continuant ainsi, Yannick va
écrire sous forme de développement décimal
illimité un nombre de l'intervalle ]0, 1[ qui
n'est associé¢ a aucun nombre naturel. Avec
mon exemple, le nombre commencerait par
0,5525555...

L’argument de la diagonale
de Cantor

Cantor a démontré que Nombres réels

I'ensemble  des nombres de I'intervalle ]0; 1[

réels de l'intervalle ]0,1[ ne ONEEEEEE ¢

peut étre mis en bijection '

avec l'ensemble des nombres 8' ::::::: ::

naturels. Afin de démon- !

trer cela, il suppose qu'au O NNNNNEN .-

contraire, on soit capable 8'::::::: °°
[ X J

de faire une telle bijection.
[I écrit les nombres réels de 0, ........"
@ © 06 06 0606 o0 ©

I'intervalle ]0, 1] sous forme
de suites décimales illimitées.
Par exemple, 1/2 s'écrit 0,5000..., 1/3 s'écrit 0,3333..., 3/7 s'écrit
0,428571428..., et ainsi de suite. Puisqu'il a supposé que ]0, 1]
est dénombrable, il ordonne alors ces nombres selon le nombre
naturel qui lui est associé. Cela donne une correspondance de Ia
forme ci-contre.

Nombres naturels

e ™| Oy On B WIiN =

Chacun des carrés représente un chiffre du nombre exprimé en
suite décimale infinie. La diagonale principale est mise en évidence
en colorant ses carrés en rouge, alors que les autres carrés sont
bleus. Ce sont les chiffres de cette diagonale qui jouent le role-clé
dont parle Alexandra.

Annick, poursuivant

[l'y a donc au moins un nombre de l'intervalle
10, 1[quin'estassocié aaucun nombre naturel.
Par conséquent, I'ensemble des nombres de
I'intervalle ]0, 1[ n'est pas dénombrable.

Yannick
Je suis perdu. Ca va un peu trop vite.

Annick

Si je résume, Cantor a supposé qu'il y avait
une bijection de ]0,1[ avec les naturels, donc
qu'il avait tous les nombres réels dans une
liste avec un premier, un deuxiéme, etc., et
il a montré qu'il y avait au moins un nombre
qui n'était pas dans la liste. Donc, sa liste est
incomplete et il n'y a pas de bijection !

Alexandra, s'adressant a Yannick
Qui, et il a fallu tres longtemps pour que
Cantor en arrive a ces idées. C'est normal que
Ca ne se comprenne pas du premier coup.
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Le calcul de certaines suites

de nombres peut parfois

provoquer des envolées numeériques

au comportement étonnant,

qui semblent filer vers des espaces
intersidéraux infinis... mais qui peuvent
éventuellement, contre toute attente,
revenir atterrir tout doucementsur Terre !

Bernard R. Hodgson | Commencons tout d'abord par des «vols
Université Laval | mériques » apparemment simples et qui
paraissent a coup slr revenir sur Terre, mais
sans qu'on sache pourquoi au juste.

Le probléeme de Collatz

Le probléme suivant (parfois appelé probléme de
Collatz) fait partie du « folklore mathématique ».

Partez d'un naturel x quelconque. Si x est
pair, calculez x = 2 ; sinon, faites 3x + 1. Et
recommencez avec le nouveau nombre ainsi
obtenu.

A priori, le comportement de telles suites de
nombres parait imprévisible. Cependant on
observe qu'au cours des itérations succes-
sives, méme si les nombres obtenus a la queue
leu leu peuvent osciller en atteignant parfois
des hauteurs insoupconnées, les vols «a la
Collatz » semblent tous finir par se poser sur
la valeur 1. Et des lors, le calcul boucle indé-
finiment sur le cycle « 4, 2, 1 ». Ainsi, partant
de 17, on obtient la suite de nombres :

52,26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1
Le vol 71 est nettement plus long (sa durée
dépasse une centaine d'itérations) et passe

méme par l'altitude maximale 9 232, mais la
encore il revient se poser en 1.
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L'atteinte de 1 dans les suites numériques
o du type « 3x+1 » a été vérifiée concrete-
EE ment pour tous les x jusqu'a l'ordre du

trillion (un milliard de milliards, c'est-a-dire

10%), mais le probléme de Collatz demeure

a ce jour « ouvert » en ce sens qu'on ne

dispose pas présentement de preuve générale,

s'appliquant a toute valeur de x, que le vol x

atterrit immanquablement en 1. Il ne s'agit

donc encore que d'une conjecture.

En utilisant le tableur Excel, on peut

facilement décrire le vol x, pour un x donné.

Le tableau suivant donne quelques exemples

de vols de Collatz.

SUITES DE COLLATZ

115 157 | 237 | 571 | 663 | 803 | 852 | 1933
346 | 472 | 712 | 1714 | 1990 | 2410 | 426 | 5800
173 236 | 356 | 857 | 995 | 1205 | 213 | 2900
520 118 178 | 2572 | 2986 | 3616 | 640 | 1450
260 59 89 | 1286 | 1493 | 1808 | 320 725
130 178 | 268 | 643 | 4480 | 904 | 160 | 2176
65 89 134 | 1930 | 2240 | 452 80 | 1088
196 | 268 | 67 | 965 | 1120 | 226 | 40 | 544
98 134 | 202 |2896 | 560 13 20 272
49 67 101 (1448 | 280 | 340 10 136
148 | 202 | 304 | 724 | 140 | 170 5 68

||
||
74 101 152 | 362 70 85 16 34
n==

37 304 76 | 181 35 | 256 8 17

12 152 38 | 544 | 106 | 128 4 52
56 76 19 | 272 58 64 2 26
28 38 58 | 136 | 160 32 1 13
14 19 29 68 80 16 40

7 58 88 34 40 8 20
22 29 44 17 20 4 10
" 88 22 52 10 2 5
34 44 " 26 5 1 16
17 22 34 13 16 8

52 1 17 40 8
26 34 52 20 4
13 17 26 10 2
40 52 13 5 1
20 26 40 16
10 13 20 8

5 40 10 4

16 20 5 2

8 10 16 1
4 5 8
2 16 4
1 8 2
1
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Suites de Collatz sur Excel

Commentaires
A I'étape 2, on définit un test logique de la forme :

Instructions

1. Quvrir une feuille Excel et sélectionner la cellule
A5. Ecrire « 115 » et valider en enfoncant la
touche Entree.

. La cellule A6 devrait maintenant étre sélectionnée;
définir le test logique suivant :
=SI(A5=PAIR(A5);A5/2;3*A5+1)
Valider en enfoncant la touche Entrée.
. Sélectionner la cellule A6 et amener le curseur

sur le coin inférieur droit de la cellule. Le curseur
change alors de forme. Enfoncer le bouton de

=S| (test ; valeur si vrai ; valeur si faux)

Le test consistait ici @ comparer le nombre inscrit en
A5 et la valeur PAIR(A5). La fonction PAIR( - ) a pour
effet de calculer le plus petit nombre pair supérieur
ou égal a son argument. Si on a A5 = PAIR(A5), cela
signifie que le nombre en A5 est pair; dans un tel
cas, le test indique au logiciel de diviser le nombre
par 2 et d'inscrire le résultat en A6. Si A5 # PAIR(A5),
le test indique au logiciel d'écrire dans la cellule A6

8 Accromoth ol 2 « hiver - printemps 2007

: . . le résultat de I'opération 3xA5+1.
la souris et, en le maintenant enfoncé, glisser

jusqu'a la cellule A49, puis relacher le bouton de la Vous pouvez sélectionner 'ensemble des cellules de
souris. Excel copie alors la définition du test dans A @ A49 (ou plus) et amener le curseur sur le coin
chacune des cellules en incrémentant et donne  inférieur droit de la derniére cellule (A49 ou autre).
la suite de Collatz du nombre 115. On constate L€ curseur change alors de forme. Enfoncer le bouton
que la suite se stabilise en donnant le cycle de la souris et, en le maintenant enfoncé, glisser
« 4,2, 1» En changeant le nombre de la cellule la souris vers la droite. En changeant le nombre sur la
A5, les calculs s'effectuent automatiquement. Sila  Premiere ligne des colonnes ajoutées, vous pouvez
suite est trop longue, et ne se stabilise pas dans les faire afficher la suite de Collatz de différents nombres.
cellules A5 a A49, sélectionner la dernicre cellule

de la colonne et refaire l'incrémentation.

Les suites de Goodstein

Apreés les vols numériques du type « Collatz »,
voici ceux «a la Goodstein». Ces vols ont
un comportement maintenant bien connu,

mais qui demeure hautement étonnant, gpregée. La représentation en base deux
voire totalement contraire a l'intuition. |l Yy a Correspond a des développements souvent
une soixantaine d'années, le logicien anglais  fort Jongs, mais permet une notation dans laquelle

Reuben L Goodstein (1912-1985) a en  pinterviennent que les deux chiffres 0 et 1,
effet utilise I'ecriture des naturels selon  gssociables aux deux seules valeurs pos-

diverses bases afin d'introduire des suites de  sjples pour un bit informatique. Ainsi, 1 948
nombres pour le moins étranges.

En base cing, ce méme nombre a pour
développement :

3:5°+0-5°+2-52+4-5"+3-5°,
ce qui peut s'écrire (30 243), - de fagon

cin

correspond au développement figurant au
L'écriture d'un nombre en base b revient a  bas de cette page.
en faire un développement sous forme de
somme de puissances de cette base (et de

multiples de ces puissances).

Ce développement donne la notation

(11110011 100)
Goodstein a recours a une représentation
compléte d'un naturel en base b : il s'agit de

partir du développement de ce naturel en
base b, puis d'écrire comme une somme de

deux”

Ainsi, en base dix, la notation 1 948 est une
abréviation pour I'expression :

1-10° + 9:10% + 4-10" + 8-10°.

1-2°+1-2°+ 122+ 127+ 0-2°+ 0:2° + 1-2* + 1-2° + 1-22 + 0-2"' + 0-2°

Développement de 1 948 en puissances de 2.



Envolées intersidérales...

multiples de puissances de b les exposants
eux-mémes que l'on rencontre dans ce
développement, puis les exposants de ces
exposants, etc., jusqu'a ce que la représenta-
tion devienne stable. Par exemple, dans le cas
de 1948, le terme 2'° devient successivement
22+2 puis 2272, La représentation compléte
en base deux de 1948 est donnée au haut de
la colonne voisine.

La procédure de Goodstein consiste, étant
donné la représentation compléte de n en
base b, a remplacer systématiquement b
par b+1, puis a soustraire 1 du résultat ainsi
obtenu. On obtient alors un nouveau naturel,
auquel on peut appliquer le méme processus,
remplacant cette fois b+1 par b+2 puis
soustrayant a nouveau 1 (voir encadré
ci-contre). Et ainsi de suite, le «vol» se
terminant si jamais on atterrit en 0. Comme
le montre I'exemple de I'encadré, la crois-
sance des hauteurs atteintes lors d'un
vol a la Goodstein parait trés rapide
et on semble se diriger vers des alti-
tudes de plus en plus grandes. Le
phénomene est encore plus frappant si on
considere le vol 1948 : les premiéres altitudes
sont successivement d'ordre de grandeur :

103' 1040' 10618’ 1010924' 10217837' 104871 827'

ce gigantisme de plus en plus époustouflant
semblant devoir se poursuivre indéfiniment.
On semble clairement en route vers des
espaces sans bornes et les vols de Goodstein
ne se termineraient donc jamais. Une telle
observation est tout a fait en harmonie
avec l'intuition : apres tout, le procédé de
Goodsteinfaitintervenirdestoursd'exposants
aux valeurs de plus en plus grandes, en com-
paraison desquelles la petite soustraction
« -1 » parait bien insignifiante.

a destination terrestre ! | Bernard R. Hodgson ¢ Université Laval

222+1+2 +222+1+1 +222+1 +222+2+1 + 222 + 2241 4 92

Développement complet de 1 948 en puissances de 2.

Définition des vols de Goodstein

Etant donné le naturel n, la suite de Goodstein commengant

a n est la suite de naturels g,(n), g,(n), g,(n), g,(n), ... définie

comme suit :

* le terme g,(n) est simplement la représentation compléte de
nen base 2;

* le terme g,(n) est obtenu de g (n) en remplagant partout
2 par 3, puis en soustrayant 1;

® |e terme gz(n) est obtenu de la représentation complete
de g.(n) en base 3 en remplacant partout 3 par 4, puis en
soustrayant 1;

® plus généralement, le terme gk(n] est défini comme suit :
-sig,(n)=
- sinon, gk[n) est obtenu de la représentation compléte de

g,.,(n) en base k+1 en remplacant partout k+1 par k+2,
puis en soustrayant 1.

0, alors g (n) = 0;

(Apres chaque soustraction de 1, il ne faut pas oublier de réécrire
le naturel alors en présence comme une somme de multiples de
puissances de la base ou |'on se trouve — voir le calcul de g,(10)
ci-apres.)

Par exemple, les premiers termes de la suite de Goodstein
commencant a 10 sont :

g,(10) = 27 + 2" = 10,

(

g1[10] 33 +31-1=3%"+2=283,

g,(10) = 4% + 1 = 1025,

g,(10) = 551 = 15 625,

g,(10) = 6% - 1
=56°+56°+56%+56+56%+56"+5
= 279 935,

9,(10) =57 +57°+ 57"+ 57° + 572+ 5:7 + 4
=4215754.

Copyright © Hergé/Moulinsart 2007
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VOL 3 DE GOODSTEIN
214+ 1-2°

o
S
=
I
w
1l

)_

)
9,3)=1-4"-1=3=3-4°
9,3)=3-5°-1=2=2-5°
9,8)=2-6°-1=1=1-6°
g3)=1-7"-1=0.

Et pourtant.. et pourtant, Goodstein a
démontré que foute suite de Goodstein
atteint 0. Voila un résultat, il faut le recon-
naitre, on ne peut plus étonnant! Ainsi, un
vol selon les régles de Goodstein correspond
a une situation d'une complexité inouie, mais
qui releve d'un processus fini, qui se termine
forcément apres un certain temps — quoique
extrémement long! Le calcul des différentes
étapes d'un vol de Goodstein est donc en
général une tache proprement colossale,
mais qui aboutit néanmoins.

Copyright © Hergé/Moulinsart 2007 | Les Aventures de Tintin : On a marché sur la Lune / Planche 4

Il y a preuve. . . et preuve !

[l n'est pas facile d'expliquer en termes
simples le comportement étrange des suites
de Goodstein. On peut cependant signaler
que si la partie exponentielle du processus
de Goodstein semble provoquer une véritable
explosion numérique, celle-ci n'en demeure
pas moins restreinte d'un certain point de vue,
la croissance illimitée n'étant qu'apparente.
A la longue, la soustraction de l'unité en
viendra a gruger les nombres colossaux
auxquels on fait face. La plausibilité d'une
telle éventualité peut ressortir a l'examen
d'une suite de Goodstein remarquablement
courte, la suite commencant a 3 qui est
donnée au haut de la colonne voisine.

PREMIERS TERMES
DU VOL 4 DE GOODSTEIN

22=4
33-1=26=232+23+2

242 4 2.4 +1 = 4]
252 + 2-5 = 60
26%2+26-1=83=26+6+5
272+ 7 +4=109
2:82+8+3=139
292+9+2=173
2102+ 10 + 1 = 211

2112+ 11 = 253

2122+ 12-1=299=2122 + 11
2132 + 10 = 348
2:142 + 9 = 401

2:21%2 +2 = 884

2:222 +1 =969

2:232 +0=1058

2:242 -1 =1151= 242 + 2324 + 23
252 + 2325 +22 = 1222

26% + 2326 + 21 = 1295

477 + 23-47 = 3290
482 + 2348 - 1 = 3 407 = 482 + 2248 + 47
497 + 2249 + 46 = 3 525
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odel

Les étres mathématiques étant par nature abstraits,
les connaissances en mathématiques, contraire-
ment a d'autres sciences, se situent au-dela de la
démarche expérimentale. Le savoir mathématique
repose de maniére essentielle sur la notion de preuve,
d'argument valide a partir d'un ensemble initial de
principes premiers, connus sous le nom d‘axiomes.
La nature et le role du raisonnement formalise, tel
qu'utilise en mathématiques, s'averent depuis fort
longtemps des sujets épineux, tant pour mathé-
maticiens que philosophes. Le logicien Kurt Godel a
apporté une contribution fondamentale a ces réflex-
ions en montrant que, contrairement a ce que pour-
rait suggérer une perception naive, les notions de
vérité et de démontrabilité ne sont pas forcément
équivalentes. Une telle équivalence peut certes se
rencontrer dans certains contextes spécifiques et
importants — ainsi, Godel a établi, dans sa these de
doctorat présentée a I'Université de Vienne en 1929,
la complétude de la logique du premier ordre, mon-
trant que les propositions qui sont démontrables
dans un tel cadre sont précisément les propositions
universellement vraies. Mais ce phénoméne n'est pas
du tout général. L'exemple type donné par Gdodel
ou le vrai et le démontrable ne coincident pas est
celui de l'arithmétique élémentaire dans les nombres
naturels : Godel a construit un énonceé vrai a propos
des naturels, mais indémontrable dans ce cadre
formel. Par ses célebres théorémes d'incomplétude,
obtenus en 1931, Gddel a marqué de fagon profonde
la philosophie des mathématiques et I'épistémologie

Kurt

(1906-1978)

des sciences. Les résultats de Godel mettaient en
effet fin a tout espoir d'identifier des prémisses sur
lesquelles toutes les mathématiques pourraient
étre fondées axiomatiquement. Il en résulte que les
mathématiques ne peuvent se ramener a la simple
application de regles fixes. Autrement dit, un
ordinateur — ou une machine de Turing (voir p. 30)
— ne pourra jamais étre programmé de maniere a
répondre a toute question d'ordre mathématique !

Aprés avoir occupé un poste a I'Université de Vienne
au cours des annees 1930, Godel a eémigré aux
Etats-Unis en 1940. Il a fait carriére a I'Institute for
Advanced Study de Princeton, ou il avait notamment
Einstein comme collegue de travail. Vers la fin de sa
vie, il avait développé une peur paranoiaque d'étre
empoisonng, et il est mort d'inanition.

Photo prise par le mathématicien Richard
Arens, début des années 50's.
Reproduite avec la permission des
Archives de I'Institute for Advanced Studly.

On voit bien que le terme g,(3) = 3 - 4° étant
en quelque sorte indépendant de la base 4,
les termes suivants échappent aux change-
ments successifs de base et la suite décroit
alors tout bonnement vers O par applications
répétées du « -1 ». Et le fait remarquable est
que ce phénomene finira inévitablement
par se produire, quel que soit le nombre
de départ, le « -1 » finissant par grignoter
entierement, mais bien lentement, toutes les
tours d'exposants. Certaines étapes de calcul
augmentent parfois le nombre de termes

dans les représentations complétes que
'on manipule (voir le calcul de g,(10) dans
I'encadré de la page 21), mais les exposants
alors en cause diminuent de valeur.

Le vol 3 (selon les régles de Goodstein) a une
durée exceptionnellement courte. En effet,
le simple passage au vol 4 provoque une
explosion des plus spectaculaires : la durée
de ce vol, avant l'atterrissage en 0, grimpe a
32402658211 _ 3 jtérations, ce qui n'est pas peu !
Et I'effet est encore plus saisissant si le vol se
fait a partir d'un naturel plus grand.
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Un nombre assez impressionnant!

Le nombre 3-2428%2 211 _ 3 qui est la durée du vol 4 (selon les
regles de Goodstein), est de l'ordre de 10''2'°% et comprend
donc plus de 121 000 000 de chiffres dans I'écriture décimale
usuelle. Si on écrivait ces chiffres a raison de 100 chiffres
par ligne et de 50 lignes par page, cela donnerait un livre de
plus de 24 000 pages! Notons qu'un tel vol est vraiment
TRES long, car sa durée (au rythme, disons, d'une itération
a chaque seconde) dépasserait nettement I'dge méme de
I'Univers : en se basant sur les mesures récemment effec-
tuées par la sonde WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy
Probe) de la NASA, on estime actuellement que le Big Bang
remonte a environ 13,7 milliards d'années. Cela « ne donne »
qu'environ 4,32 x 10" secondes depuis la naissance de |'Univers,
ce qui serait infime comparativement a la durée du vol 4. Et que
dire du vol 1 948...

Les preuves de Goodstein et de Kirby-Paris

Les preuves des résultats dont il est question ici sont assez
techniques et requierent de bonnes connaissances de logique
mathématique. Pour démontrer son théoreme, Goodstein utilise
la théorie des nombres ordinaux infinis', qui fournit un envi-
ronnement plus riche que I'arithmétique €élémentaire. La preuve
du théoreme de Goodstein repose sur le fait que toute suite de
Goodstein peut étre codée a I'aide d'ordinaux infinis qui sont
strictement décroissants et, donc, doivent forcément atteindre 0.
Quant au théoreme de Kirby-Paris — a savoir que le théoréme de
Goodstein n'est pas démontrable en arithmétique élémentaire —,
il utilise le fait que les calculs que I'on peut effectuer dans le cadre
de I'arithmétique élémentaire ont une complexité limitée. Or, le
calcul de lalongueur d'une suite de Goodstein, avant d'atteindre O,
excéde justement cette limite de complexité.

LES PREMIERS TERMES DU VOL 5 DE GOODSTEIN

5 33427 227577 762 048 1734412

27 38119 244088 798 719 1797 559
255 43 231 261 379 836 482 1862 222
467 48 781 279 468 875419 1928 419
775 54787 298373 915 548 1996 168
1197 61267 318 112 956 887 2 065 487
1751 68 239 338703 999 454 2136 394
2454 75721 360 164 1043 267 2 208 907
3325 83 731 382513 1088344 2283 044
4382 92287 405768 1134703 2358823
5643 101407 429947 1182362 2 436 262
7126 111108 455068 1231339 2515 379
8849 121409 481149 1281652 2 596 192
10830 132328 508208 1333319 2678719
13087 143883 536263 1386358 2762978
15637 156092 595433 1440787 2 848 987
18499 168973 626584 1496624 2936 764
21691 182544 658803 1553887 o
25231 196823 692108 1612594 9510[5) =403 208 703
29137 211828 726517 1672763 o

Les logiciens Laurie Kirby et Jeff Paris ont
établi au cours des annés 80 que la tres, tres
lente convergence des suites de Goodstein
vers 0 est intimement reliée au fait qu'il n'est
pas possible, dansle cadre axiomatique appelé
arithmétique élémentaire, de démontrer que
tout vol de Goodstein atterrit forcément en O.
On est donc ici en présence d'une affirma-
tion (« toute suite de Goodstein atteint 0 »)
dont on sait qu'elle est démontrable — c'est
la précisément le théoréme di a Goodstein
— mais qui par ailleurs, par le résultat de
Kirby-Paris, ne peut étre démontrée dans le
contexte particulier d'une théorie mathéma-
tique formalisée (I'arithmétique élémentaire),
qui fournit pourtant I'environnement naturel
pour I'étude de probléemes combinatoires tels
le calcul des suites de Goodstein.

Le théoréme de Goodstein est donc un
véritable théoréme mathématique, mais
il n'est cependant pas démontrable dans
une théorie formelle a laquelle il appar-
tient naturellement. Nous nous retrouvons
ainsi plongés au coeur méme des fameux
théorémes d'incomplétude dus au logicien
Kurt Godel (1906-1978). Mais cela est une
autre histoire. ..

Destination... la Terre?!

Les envolées numériques dont il a été ici
question illustrent donc deux phénoménes
fort différents. Il y a d'un cote les vols a la
Collatz, pour lesquels I'expérience nous
suggére qu'ils doivent tous atterrir en 1 —
ce qu'on ne sait cependant pas démontrer.
Et de l'autre les vols a lo Goodstein, si
clairement, sur le plan intuitif, en route vers
des espaces infinis... mais qui se retrouvent
finalement tous sur Terre, quoiqu'aprés un
trés long moment. Et ca, on sait le démontrer!
Ftrange pour le moins...

1. Voir L'infini, c’est gros comment?, p. 14-17.
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La logique mathématique

La logique mathématique est la branche des mathématiques
ou celles-ci sont considérées selon le point de vue du forma-
lisme dont on se sert pour « faire des mathématiques ».
Prenant ses origines dans les travaux des philosophes grecs
— en particulier Aristote — sur la recherche systématique de
formes correctes de raisonnement, la logique mathématique
a été véritablement pressentie par Leibniz (1646-1716).
On retrouve en effet chez lui I'idée de créer un langage
formalisé doté de regles de déduction appropriées : c'est
ce qu'exprime son projet de construction d'une langue
caractéristique universelle (lingua characteristica universalis),
systéme symbolique permettant I'¢laboration d'un calcul
du raisonnement (calculus ratiocinator) applicable a tout
le champ de la pensée. Il a fallu attendre le milieu du
XIX® siecle pour voir le premier développement d'une
logique symbolique telle que suggérée par Leibniz, d'abord
avec les travaux de Boole puis ceux de Frege et de Russell.
Mais les résultats limitatifs obtenus, au cours de la décennie
1930, par Godel, Church et Turing sont venus mettre un
terme au projet formulé par Leibniz : la mécanisation
complete du raisonnement est impossible. L'étude de
raisonnements pouvant étre effectués dans divers contextes
formels demeure aujourd'hui encore au coceur méme des
travaux de recherche en logique mathématique. Cet intérét

Imaginons une planete, que nous appellerons la planéte de Goodstein, dont la
vitesse d'échappement est infinie. Supposons de plus que, de cette planéte, on lance
une fusée a une vitesse initiale de 5 km/s, la vitesse de la fusée variant a chaque
seconde selon les regles de Goodstein. Les vitesses successives de la fusée sont alors
décrites par le vol 5 de Goodstein, donné en encadré a la page 24. La définition
d'une suite de Goodstein entraine qu'a partir d'un certain stade, la fusée est
décélérée a chaque seconde de 1 km/s et qu'elle finira donc, apreés un trrrrrés long
moment, par avoir une vitesse nulle.

Vitesse d'échappement
et vols de Goodstein

Lorsqu'on lance une fusée de la surface terrestre, elle est déceé-
lérée de 9,8 m/s a chaque seconde (cette décélération varie avec
I'altitude). Pour que la fusée puisse se libérer de I'attraction
terrestre et partir dans I'espace, elle doit avoir une vitesse de
11,2 km/s. On appelle cette vitesse la vitesse d'échappement;
elle dépend de la constante de gravitation, de la masse de
la planete et de son rayon. Si la vitesse de la fusée est infée-
rieure a la vitesse d'échappement, I'attraction terrestre finira par
I'arréter et elle retombera sur Terre. Par comparaison, la vitesse
d'échappement de Jupiter est de 59,5 km/s, et celle d'un trou
noir est supérieure a la vitesse de la lumiére, soit 300 000 km/s.

Photo : NASA
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se manifeste notamment dans les nombreuses applications
de la logique mathématique en informatique, en particulier
en intelligence artificielle et en robotique. Le champ de la
logique mathématique s'est cependant étendu a d'autres
domaines ou le formalisme joue un role important. C'est
le cas entre autres de tout ce qui concerne les questions
de calculabilité, c'est-a-dire I'étude de ce qui peut étre
«calculé » (a l'aide d'automates, des machines de Turing, etc.)?,
et ce, non seulement d'un point de vue théorique, mais
¢galement sur le plan pratique (on s'intéresse alors a la
complexité des calculs). On peut ainsi établir I'existence de
«fonctions non calculables », c'est-a-dire de fonctions clairement
définies mais telles qu'aucun ordinateur, si puissant soit-il,
ne pourra jamais les évaluer. Ou encore de «résultats
indécidables », tels que les méthodes mathématiques
traditionnelles ne soient pas en mesure d'en déterminer la
véracité. (Par exemple, la conjecture « tout x atterrit a 1»,
pour une certaine généralisation assez directe du probléme
de Collatz, s'avére justement étre indécidable.) Et on
rencontre aussi des « théoremes non démontrables » qui, tel
le théoreme de Goodstein, ne peuvent étre prouves dans un
contexte formel particulier.

2. Voir Apprendre a parler a des machines, p. 26-30.
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Apprendre a

parler a des machines

Intrigués par le message d'erreur
de leur calculatrice,

Annick et Yannick décident de consulter
le célébre robot Johnny-5 qui, apreés
sa brillante carriere cinématographique,

est devenu directeur d'une école
de langues pour les machines.

Yannick

En travaillant mon devoir de maths hier,
j'ai appuyé sur une mauvaise touche de ma
calculatrice et elle m'a répondu « ERREUR ».

Jean-Lou de Carufel | Annick
Université Laval

Il m'est arrivé la méme chose la semaine
derniére. La mienne m'a répondu « ERR »
lorsque, pour m'amuser, je lui ai demandé
de calculer 13 = 0. Comment cette machine
fait-elle pour savoir que nous nous sommes
trompés?

Yannick

Cette machine et toutes les autres, mon vidéo
et mon four & micro-ondes me retournent
aussi des messages d'erreur a l'occasion. Si
nous allions rencontrer Johnny-5, le nouveau
directeur de I'école de langues des machines.

Annick
Bonne idée !

Malgré un emploi du temps
chargé comme directeur d'école,
Johnny-5 accueille les deux amis

et répond a leurs questions.

Annick

Bonjour monsieur 5, nous venons vous
rencontrer pour apprendre comment les
machines font pour nous comprendre.

Annick et Yannick font enquéte

Johnny-5

D'abord, vous devez savoir que les machines
sont moins intelligentes qu'on le pense. Bien
que certaines d'entre elles aient déja mené
I'nomme sur la Lune, elles sont toutes limitées.
Cela dit, elles nous comprennent de la méme
fagon que nous nous comprenons : a l'aide
d'un langage.

Yannick

Comment faites-vous

pour montrer a parler aux machines ?
Johnny-5

Il est possible de représenter le
langage que chaque machine
comprend grace aux automates.
Vous savez, pour calculer
des aires et des périmetres,
on fait de la géométrie. En
physique, on représente les
forces grace aux vecteurs. Lorsqu'on
s'intéresse a des phénomenes ou il est
question de variation, on fait appel au calcul
différentiel. Et bien les automates, eux,
permettent de manipuler mathématiquement
le langage des machines.

Yannick
Pouvez-vous donner un exemple?

Johnny-5

Prenons une machine distributrice. On va
toutefois prendre une machine un peu
bizarre, je vous expliquerai pourquoi un peu
plus loin. Cette machine n'accepte que les
pieces de un dollar et elle donne le choix
entre du jus de pomme ou du jus d'orange.

.
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Il en colte un dollar pour un jus et elle ne
remet pas la monnaie. Si quelqu'un insere
deux pieces par mégarde, il n'a droit qu'a
un seul jus. On représente alors le langage
qu'elle comprend par le schéma suivant.

° 1% 90@06 @
O :

T$
Annick
Attends Johnny... je peux t'appeler Johnny?
Johnny-5
Bien sGr!
Annick

Que représentent les fleches et pourquoi
y a-t-il des cercles doubles ?

Automates

Johnny-5

Les cercles sont appelés des états. Les cercles
doubles représentent le fait que la machine
produit un résultat. Dans ce cas-ci, il s'agit
des états ou la machine distribue un jus. On
les appelle les états accepteurs. Les fleches
entre les états représentent les transitions

possibles entre les différents états.

' Yannick

Pourquoi y a-t-il une fléche qui ne provient
d'aucun état et qui arrive a I'état 17

Johnny-5

C'est pour indiquer ['état initial, I'état dans
lequel se trouve la machine au moment ou
elle attend I'argent.

Yannick
Et pourquoiy a-t-il une fléche qui commence
a l'état 2 et qui retourne a I'état 27

Annick

Je sais, je sais! C'est pour représenter le fait
que la machine ne retourne pas la monnaie. Si
je mets deux pieces de un dollar, la deuxiéme
piece est perdue puisqu'il n'y a aucune fleche
qui permette de me retourner la monnaie. Si
jamais je suis vraiment dans la lune et que je
mets six piéces de un dollar, la machine ne
me rendra pas mon argent.

7
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C'est grace aux automates que les machines de tous genres
(distributrices, fours & micro-ondes, calculatrices, etc.) arrivent
a nous comprendre. Si on demande a une machine d'effectuer
quelque chose qui ne respecte pas son automate, elle nous renvoie
un message d'erreur. Notez cependant la chose suivante:
les automates n'expliquent pas de quelle facon les machines
fonctionnent, ils représentent uniquement ce que les machines
comprennent. Par exemple, l'automate d'une calculatrice
qui admet les quatre opérations élémentaires (+, -, x, =) indique
les calculs possibles qui peuvent étre effectués, mais cela ne nous
donne aucune indication sur la facon dont ce calcul est effectué.
En effet, si vous entrez « 4 x 71 = », |'automate nous apprend que
la calculatrice comprend cette expression, mais l‘automate
n'indique absolument pas de quelle facon la calculatrice fait pour
trouver la réponse !

C'est la différence entre la syntaxe et la sémantique. Le fait que
I'expression « 4 x 71 = » soit compréhensible par une calculatrice
reléve de la syntaxe, tandis que le fait que la réponse a ce calcul
soit « 284 » reléve de la sémantique. Les automates sont donc des
outils mathématiques syntaxiques.

Johnny-5

Trés bien Annick, c'est exact. J'ai une question
pour toi, Yannick, pour vérifier si tu as bien
compris. La machine passe par quels états si
tu mets deux piéces de un dollar et que tu
choisis ensuite un jus d'orange ?

Yannick

D'abord la machine est a I'état initial, I'état 1.
Je mets une premiere piece de un dollar,
alors la machine passe a I'état 2. Ensuite,
par mégarde, j'insere une deuxieme piéce de
un dollar. La machine revient donc a I'état 2
et rien ne se passe. Je choisis ensuite le jus
d'orange, la machine passe a I'état 4 et me
donne mon jus.

Johnny-5
C'est trés bien. Apres avoir distribué la canette
de jus, elle a terminé son travail. Si quelqu'un
se présente pour insérer de l'argent a
nouveau, le processus reprendra a I'état
initial.
Annick
Que se passe-t-il si j'appuie sur « pomme »,
mais que je n'ai pas inséré d'argent ?

Johnny-5

Au départ, la machine est 4 '¢tat 1. A partir de
cet état, les actions « pomme » et « orange » ne
sont pas possibles. Si tu essaies quand méme
de faire une de ces deux actions, la machine
répondra « ERREUR ».

Annick

Chaque fois que quelqu'un fait quelque
chose qui n'est pas accepté par I'automate, Ia
machine répond « ERREUR »?

Johnny-5
Exactement. Elle répond « ERREUR » ou alors
« ERREUR, VOUS DEVEZ PAYER », cela dépend
des machines et de la facon dont elles ont été
construites.

Yannick
Pourquoi dit-on que c'est un langage compris
par cette machine ?

Johnny-5

C'est une facon imagée de voir les automates.
Si on pense aux actions comme a des mots,
les suites d'actions peuvent alors étre vues
comme des phrases. Un automate permet de
décrire toutes les phrases qu'une machine
comprend, donc le langage qu'elle parle!

Annick se rappelle alors
du probléme qui a piqué leur
curiosité et essaie de comprendre.

Annick :
Est-ce que c'est la méme chose pour une
calculatrice ?

Johnny-5 :
C'est exactement le méme principe, mais ¢a
dépend de quelle calculatrice tu parles...

Annick :
Je ne comprends pas.

Johnny-5 :

Tu vas voir. Commencons par une calculatrice
treés simple sur laquelle il n'y a que les quatre
opérations de base : +, -, x, +. Imaginez a quoi
peut ressembler I'automate qui représente
une telle machine.

Yannick
Ca doit étre extrémement compliqué !
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Annick

C'est bien vrai. Il y a énormément de nombres
possibles qui peuvent étre écrits. Ces nombres
n'ont pas nécessairement la méme quantité
de chiffres, on peut faire quatre opérations.
Ca doit étre géant!

Johnny-5

C'est juste, mais on peut quand méme en
avoir une petite idée. D'apres vous, sur un
tel automate, quelle est la derniére action
possible avant d'atteindre un état accepteur ?

Les deux amis sont bien embéteés...

Johnny-5
A quel moment la calculatrice retourne-t-elle
une réponse ?

Yannick
Ca vy est, jai compris! Lorsqu'on appuie
sur la touche «=» c'est & ce moment

que la calculatrice retourne une réponse.
Pour atteindre un état accepteur dans ce
gigantesque automate, il faut donc passer
par une fleche identifiée par « = ».

Johnny-5
Excellent. Pouvez-vous me donner une autre
indication sur 'allure de I'automate ?

Annick

Habituellement, on
commence par
écrire un nombre.
La premiere transition
est donc un chiffre entre 1 et 9.

Johnny-5

Exact. Essayons de voir plus loin encore. On a
vu tantot avec la machine distributrice qu'il
n'était pas possible d'appuyer sur « pomme »
ou « orange » avant d'avoir inséré de l'argent
dans la machine. Qu'est-ce qui peut mener a
« ERREUR » avec une calculatrice ?

Yannick

Si on écrit « + =», ¢a ne veut rien dire et
ma calculatrice répond « ERREUR » : je I'ai
déja essayé !

Annick

Tu as raison, mais rappelle-toi le probléeme
qui nous a amené ici. Si on écrit par exemple
« 13 = 0, la calculatrice retourne « ERREUR ».

Alan Turing

(1912-1954)

Alan Turing est né a Paddington, un
quartier de Londres en Angleterre. Des
son jeune age, il montrait un intérét mar-
qué pour les nombres et les puzzles. Il a
commenceé ses études universitaires en
mathématiques au King's College a Cambridge. Il a poursuivi au

doctorat & I'Université de Princeton (Etats-Unis) ou il a obtenu
son dipléme en 1938.

Turing était fasciné par I'idée de construire une machine qui pourrait
penser comme un humain. Il souhaitait entre autres construire un
appareil qui pourrait résoudre de gros problemes mathématiques a
notre place. Il est considéré comme le pere de I'informatique parce
que les automates qu'il a étudiés permettent de bien comprendre
l'ordinateur moderne. De plus, il a construit plusieurs machines qui
sont les ancétres des premiers ordinateurs.

Johnny-5

Il est donc difficile de dessiner tout
I'automate, mais il est facile de s'imaginer
qu'il n'y a aucune transition dans I'automate

qui permette d'écrire « + =», « + = », etc. De
plus, il n'y a aucune transition qui permette
d'écrire « = QO ».

Yannick

On peut aussi dire qu'il y a probablement
plusieurs fleches qui se suivent et qui per-
mettent d'écrire tous les nombres : « 99102 »,
« 105542 », « 5016291111114 », etc.

Annick

Pas tous les nombres, puisque les calcula-
trices ont un petit écran qui limitent la
grandeur des nombres qui peuvent étre écrits.

Johnny-5

Vous avez bien compris. Comme vous pouvez
le constater, I'automate estextrémementgros,
mais il n'est pas si compliqué. D'ailleurs, si
vous pensez a notre machine distributrice du
début, il aurait fallu un treés grand automate
pour représenter une machine plus tradition-
nelle qui accepte plusieurs piéces de monnaie
différentes, qui remet la monnaie et qui offre
plus de possibilités que seulement deux jus.
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[l n'en demeure pas moins que les automates
sont souvent utilisés par les informaticiens, et
ce, méme pour les systémes trés complexes.
Il 'y a plusieurs facons de travailler avec les
grands automates.

Mais revenons a notre calculatrice. Vous
m'avez demandé si une calculatrice peut étre
représentée par un automate, et je vous ai
répondu que ¢a dépendait de votre calcu-
latrice. Je vais maintenant vous expliquer
pourquoi.

De nos jours, presque toutes les calculatrices
permettent d'écrire des expressions avec des
parenthéses « (» et « ) ». Qu'est-ce qu'on doit
faire quand on écrit une expression avec des
parentheses ?

Yannick

On doit toujours refermer les parentheses.
Notre professeur de mathématiques n'arréte
pas de nous le répéter. Par exemple, I'expres-
sion suivante est incorrecte « 5 x (4 + 3»
parce que la parenthése n'a pas été fermée.

Annick
QOui, ou alors la suivante est mal écrite
«5x (4-3))»parce qu'il y a une
parenthése « ) » de trop.

Johnny-5

Trés bien, en termes plus
scientifiques, on dit que
les parentheéses doivent
étre bien équilibrées. Comment
la calculatrice fait-elle pour
vérifier si les parenthéses sont

bien équilibrées ?

Yannick
C'est facile, on en parle depuis tout a I'heure,
a l'aide d'un automate.

Johnny-5
Je vais vous étonner : non !

Annick
Pourquoi non ?

Johnny-5
Imaginez-vous donc que c'est impossible.

Yannick

Comment impossible! A nous trois, je suis

certain qu'on peut arriver a dessiner un tel
automate.

Johnny-5

Attention, ce que je veux dire, c'est que peu
importel'automatequetu dessineras, il nesera
jamais capable de vérifier si les parentheses
sont bien équilibrées dans une expression
quelconque. Il n'existe AUCUN automate qui
soit capable de le faire.

Yannick
Je suis bouche bée.

Annick

Pourquoi en est-il ainsi? Comment les
calculatrices font-elles alors pour vérifier si
les parentheéses sont bien équilibrées ?

Yannick

Et si un probléme apparemment aussi simple
ne peut pas étre representé par un automate,
comment peut-on représenter les problemes
que nous soumettons aujourd'hui a nos
ordinateurs personnels ?

Johnny-5

Une question a la fois ! La raison pour laquelle
un automate ne peut pas modéliser le
probléme des parenthéses bien équilibrées
est un peu compliquée. Revenez donc me voir
lorsque vous serez en semaine de relache :
on aura amplement le temps d'en discuter.
Comment fait-on alors pour représenter un
tel probléme ? Il faut utiliser un outil un peu
plus puissant qui s'appelle un automate @
piles. Cet automate ressemble a ceux que
nous avons vus, mais il peut, de plus, compter
un certain nombre de choses, comme le
nombre de parenthéses présentes dans une
expression par exemple.

Finalement, pour répondre a ta question
Yannick, non seulement les automates ne
sont pas assez puissants pour modéliser
les problémes traités par nos ordinateurs
personnels, mais les automates a piles ne
le sont pas non plus. Il faut faire appel a ce
que nous appelons les machines de Turing
pour y arriver. Ces outils mathématiques
sont beaucoup plus complexes et permettent
de représenter pour ainsi dire tout ce qu'un
ordinateur peut comprendre.

Voila! J'espére que j'ai répondu a vos questions.
Annick et Yannick
MerciJohnny, tu nousasénormément éclairés

sur le sujet. Nous reviendrons certainement
te voir prochainement.



Section problemes

Parabole et autres coniques

Lorsque I'on s'intéresse a la parabole, comme
c'est le cas dans Les miroirs ardents, il est
naturel de se demander comment en tracer
une correctement. On peut avoir le méme
questionnement pour les autres sections
coniques, hyperbole et ellipse, et s'intéresser
a leurs propriétés remarquables.

Tracage de la parabole
Voici un dispositif pour tracer une parabole.

Une corde, dont la longueur Lest égale a celle
du coté AB d'une équerre, est attachée a une de
ses extrémités en un point fixe O situé a une
distance h d'une droite (D). L'autre extrémité
de la corde est attachée au sommet A de
I'équerre. La pointe d'un crayon est placée le
long du coté vertical de I'équerre en un point
P de telle sorte que la corde soit tendue :
on a donc |OP| + |PA|l = L. On fait glisser
I'équerre le long de la droite (D) de telle sorte
que la corde demeure tendue (voir figure).

a) Montrer que la pointe du crayon décrit un
arc de parabole (voir définition p. 2).

b) Montrer que le foyer de la parabole est en
O et que (D) est sa directrice.

Anthemius de Thralle (474-534) était un
mathématicien et architecte byzantin. Comme
architecte, et en collaboration avec Isidore de
Milet, il a construit la cathédrale Sainte-Sophie
a Constantinople. Les connaissances qu'il avait
acquises par I'¢tude des coniques lui furent utiles
dans la conception de cette cathédrale. C'est lui
qui le premier a décrit la technique, appelée
méthode du jardinier, utilisant une corde fixée

aux deux foyers pour tracer une ellipse. Il n'utilise
cependant pas le mot « foyer ». Cette appella-
tion est due a Johannes

Kepler qui, dans ses
études sur les lentilles, a
constaté la convergence
de la lumiére entre
ces deux points, ce qui
constitue la propriété
remarquable de I'ellipse.

Tracage de I'hyperbole

L'hyperbole est I'ensemble des points P du
plan dont la différence des distances a deux
points F, et F, (les foyers de I'nyperbole) est
une constante r:
[IPRL-1PRI T =T ()

Voici comment on peut dessiner la premiere
branche de I'nyperbole avec une regle AB et un
crayon. La régle pivote autour d'un clou fixant
I'extrémité Bau premier foyer F, de I'nyperbole.
A l'extrémité A de la régle on fixe une corde dont
l'autre extrémite est fixée au deuxieme foyer
F, de I'hyperbole. La corde est de longueur L.
On place le crayon le long de la regle de telle
maniére qu'il tende la corde (voir figure).

a) Montrer que la pointe du crayon décrit
une branche d'hyperbole.

b) De quelle longueur L_ doit-on prendre la corde
sila longueur de la regle est L et que I'équation
de I'nyperbole est donnée par (*)?

¢) Que devez-vous faire pour tracer la
deuxiéme branche de I'hyperbole?

Propriété remarquable
de l'ellipse

La parabole n'est pas la seule conique a avoir
une propriété optique remarquable, I'ellipse en
a également une.

L'ellipse est le lieu géométrique des points
du plan dont la somme des distances a deux
points F, et F, est égale & une constante C
(ou C> | FF)).

Démontrer la propriété remarquable de I'ellipse :

Tout rayon partant d'un des foyers et réfleé-
chi sur I'ellipse arrive a l'autre foyer (figure
ci-contre).

Volume et aire d'une spheére

Archimede a comparé un cylindre droit a la
sphére inscrite dans celui-ci et a affirmé que :

Lorsqu'un cylindre est circonscrit & une
sphére, le volume et la surface du cylindre
sont une fois et demie le volume et la surface
de la sphére.

a) Déterminer les formules du volume et de
I'aire de la surface du cylindre considéré
par Archimede.

b) En utilisantla relation établie par Archiméde
déterminer les formules usuelles du volume
et de l'aire de la surface de la sphere.
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Suite

Les surprises de l'infini

Dans larticle L'infinj, c'est gros comment?
Annick et Yannick ont rencontré une parti-
cularité de l'infini. Il y a autant de nombres
naturels que de nombres naturels pairs.
L'infini réserve beaucoup d'autres surprises.

Considérons la somme infinie :
T-1T+1T-T4+1-1T+1-1+1---

Quelle est la valeur de cette somme? Par
exemple si on regroupe les nombres deux par
deux a partir du premier, on obtient :

1-1D+0-1+0-10+0-1)+
=0+0+0+0 +-=0

Cependant, en regroupant les nombres deux
par deux a partir du second, on obtient :

T+EG1+D+FET+)+ 1+ 1)+ 1+ 1) + o
=1+04+0+0+0+..=1

Alors, la somme vaut-t-elle 0 ou 1?7 Dans son
ouvrage Lecons sur les séries divergentes,
Emile Borel écrit : « Euler consideére la somme
de [cette série] comme égale & 1/2; et cette
affirmation a pour lui la signification suivante :
si, par un calcul quelconque, on est conduit
a [cette série], le résultat de ce calcul est
certainement 1/2. »

La somme d'un nombre infini de termes n'a
pas toujours un comportement aussi bizarre.
Ainsi, si on considere la somme suivante :

T 1 1 1
=—+—4+—+—+
2 4 8 16
On peut déterminer cette somme de la fagon
suivante. En multipliant la somme par 2, on
obtient :

T 1 1 1 T 1 1
25=2| —+—+—4+—+ = [=l+=—+—+—+
2 4 8 16 2 4 8

En soustrayant membre & membre, on trouve :

1T 1 1 T 11
25—5=(1+—+—+—+ ---)—(—+—+—+---)
2 4 8 2 4 8

Ce qui donne S=1.

Dans cette procédure, on exploite une
caracteéristique propre auxsommesinfinies. En
multipliant une somme infinie par un facteur
judicieusement choisi, et en soustrayant de
ce produit la somme initiale, les termes, sauf
le premier, se soustraient deux a deux. Il reste
a résoudre une équation du premier degré
pour déterminer la valeur de la somme.

En exploitant cette caractéristique des
sommes infinies :

a) déterminer les sommes suivantes :
1 1 1 1 1
R A TR
i) g+l+£+i+£+---
3 3 3 3 3
b) montrer que 0,9999... = 1
c) exprimer 0,4444.. comme quotient de

deux entiers.

d) exprimer 0,424242... comme quotient de

deux entiers.
1_rn+1
2 3 n
e) montrerque1+r+r+r’+ —+r"= ,

sir# 1. 1=r

f) expliquer pourquoi il est naturel, si |r] < 1,

d'obtenir : p

F+r’ 40+ =—o ()
1-r
g) en déduire que
r+r’ar’ 4o =1—,5i Irl < 1.

h) lesquels des résultats des questions a a d
peuvent sexpliquer par cette dernicre
formule?

i) montrer que si on pose r= -1 dans (*), on
obtient I'affirmation d'Euler.

Vols de Collatz

Dans larticle sur les Envolées intersidérales,
I'auteur décrit les vols de Collatz : On choisit un
nombre entier positif x. S'il est pair on le divise
par 2 ets'il estimpair, on le remplace par 3x+ 1.
On poursuit ainsi jusqu'a obtenir 1.

a) La durée d'un vol de Collatz est le nombre
d'itérations avant de se poser en 1. Lequel
des nombres premiers jumeaux 5 et 7 a la
plus grande durée de vol?

b) La durée d'un vol en altitude est le nombre
de termes de la suite supérieurs au nom-
bre de départ. Lequel des nombres pre-
miers 11 et 17 a la plus grande durée de
vol en altitude?

¢) L'altitude maximale d'un vol de Collatz
est le plus grand nombre de la suite.
Déterminer l'altitude maximale du vol de
Collatz des nombres premiers 23 et 29.

d) Un vol de Collatz est dit vol de courte
duréesi le nombre d'itérations avant de se
poser en 1 est égal ou inférieur au nombre
de départ. Déterminer les vols de courte
durée parmi ceux étudiés en g, bet c.



o plus!

Mathématiques et musique

ROBERT, Serge. « Mathématiques et musique | » dans Bulletin AMQ, octobre 2003, vol. 43 n° 3.
ROBERT, Serge. « Mathématiques et musique Il » dans Bulletin AMQ, mai 2005, vol. 45 n° 2.
ROBERT, Serge. « Mathématiques et musique Il » dans Bulletin AMQ, décembre 2005, vol. 45 n° 4.
JEANS, Sir James. Science and music, Dover Publications inc., New York, 1968.

Logique mathématique et informatique théorique
Sur le probleme de Collatz
» Un excellent article de vulgarisation sur le sujet :
DELAHAYE, Jean-Paul. « La conjecture de Syracuse » dans Pour la Science n°® 247, mai 1998, p. 100-105.
« Le texte suivant fait un survol trés complet du probleme de Collatz :

LAGARIAS, Jeffrey C. « The 3x+1 problem and its generalizations »
dans The American Mathematical Monthly, n® 92, 1985, p. 3-23.

« On trouvera sur le cybersite www.ieeta.pt/~tos/3x+1.html
notamment un calculateur de suites du type « 3x+1 ».

Sur les suites de Goodstein

« L’article technique dans lequel Kirby et Paris ont présenté leurs résultats sur les suites de Goodstein :
KIRBY, Laurie et Jeff PARIS. « Accessible independence results for Peano arithmetic »
dans Bulletin of the London Mathematical Society, n° 14, 1982, p. 285-293.

« On trouvera des exposés de vulgarisation sur les suites de Goodstein dans les deux textes suivants :
HODGSON, Bernard R. « Taches herculéennes ou sisyphéennes? Un regard neuf sur le phénomene
d'incomplétude en logique mathématique » dans PALLASCIO Richard et Gilbert LABELLE, Mathématiques
d'hier et d'aujourd’hui, Modulo éditeur, 2000, p. 62-68.

DE KONINCK, Jean-Marie et Bernard R. HODGSON. « Ces nombres qui nous fascinent » dans PALLASCIO
Richard et Gilbert LABELLE, Mathématiques d’hier et d'aujourd’hui, Modulo éditeur, 2000, p. 69-90.

« Le fait que la suite de Goodstein commencant a 4 requiert 3 x 242653271 — 3 étapes pour atteindre 0 n’est pas
tres difficile a établir et fait I'objet d'un exercice guidé dans :

HENLE, James M. An Outline of Set Theory, Springer-Verlag, 1986.
Sur le logicien Kurt Godel et ses fameux théorémes

« Il existe plusieurs biographies de Kurt Godel ainsi que de nombreux ouvrages — certains techniques et
d’autres de vulgarisation — sur ses travaux de logique mathématique. Il convient de signaler un numéro
spécial de la revue Pour la Science entierement consacré a Godel et a sa contribution aux mathématiques :

GUERRERIO, Gianbruno. « Godel » dans Pour la Science, collection « Les génies de la science », n° 20, aolit 2004.

Langage machine
BROOKSHEAR, J.G. Formal languages, automata and complexity. The Benjamin Publishing Company Inc., 1989.
SALOMAA, A. Introduction a I'informatique théorique : calculabilité et complexité, A. Colin, Paris, 1989.
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