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Editoriad
Nous voici de retour avec notre deuxieme numéro d’Accromath. Vous avez
été nombreux a nous transmettre vos commentaires suite a la parution du
premier numéro. lls nous sont précieux pour que cette revue devienne
vraiment un outil d’enrichissement dans nos écoles et nos colleges. Pour
faciliter le travail de ceux et celles qui souhaitent repérer facilement les

articles d'un méme théme pour les utiliser a des fins pédagogiques, nous
avons pensé les regrouper dans des dossiers.

Archimede serait I'auteur de la premiere utilisation « pratique » des miroirs
paraboliques. Son but : incendier la flotte romaine durant le siege de Syracuse.
Dans I'histoire, ces miroirs paraboliques sont appelés Miroirs ardents.
C'est sous ce titre que Christiane Rousseau et Yvan Saint-Aubin signent
un article du dossier Applications des mathématiques présentant la propriété
remarquable de la parabole utilisée dans plusieurs applications techniques
modernes. L'article Euréka! Euréka!, du dossier Histoire des mathématiques,
présente quelques autres réalisations du savant Archimeéde.

L'étude des gammes musicales remonte a Pythagore qui, selon la Iégende,
en entendant les différences de tons des sons émis par les marteaux d'un
atelier de forgeron, aurait eu I'idée de peser ceux-ci pour expliquer ces
différences de tons. Il a poursuivi ses recherches sur I'harmonie des sons
en utilisant des cordes vibrantes et il en est résulté une gamme, appelée
gamme de Pythagore. Dans l'article Construction des gammes musicales
du dossier Mathématiques et musique, Serge Robert nous présente les
principes qui ont amené le développement de la gamme de Pythagore,
de la gamme de Zarlino et de la gamme tempérée.

Dans le dossier Linfini, Frédéric Gourdeau signe un article intitulé
L'infini, c’est gros comment ? Annick et Yannick y découvrent certaines des
surprises que réserve I'infini. C'est un dossier qui devrait crofitre sans limite.

Dans le dossier Logique mathématique et informatique théorique, Bernard R.
Hodgson signe l'article Envolées intersidérales... a destination terrestre!
qui porte sur des suites de nombres au comportement bizarre. Dans l'article
de Jean-Lou de Carufel, Apprendre a parler a des machines, du méme
dossier, Annick et Yannick rencontrent le célébre robot Johnny-5 pour
savoir comment les machines sont programmées pour communiquer avec
leurs utilisateurs.
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[l n’en demeure pas moins que les automates
sont souvent utilisés par les informaticiens, et
ce, méme pour les systemes trés complexes.
Il'y a plusieurs facons de travailler avec les
grands automates.

Mais revenons a notre calculatrice. Vous
m'avez demandé si une calculatrice peut étre
représentée par un automate, et je vous ai
répondu que ca dépendait de votre calcu-
latrice. Je vais maintenant vous expliquer
pourquoi.

De nos jours, presque toutes les calculatrices
permettent d'écrire des expressions avec des
parentheéses « (» et « ) » Qu'est-ce qu'on doit
faire quand on écrit une expression avec des
parenthéses ?

Yannick

On doit toujours refermer les parenthéses.
Notre professeur de mathématiques n'arréte
pas de nous le répéter. Par exemple, I'expres-
sion suivante est incorrecte «5 x (4 + 3»
parce que la parenthése n'a pas été fermée.

Annick
Oui, ou alors la suivante est mal écrite
«5x(4-3))»parce quil y a une
parenthese «) » de trop.

Johnny-5

Trés hien, en termes plus
scientifiques, on dit que
les parentheses doivent
étre bien équilibrées. Comment
la calculatrice fait-elle pour
vérifier si les parenthéses sont

bien équilibrées ?

Yannick
C'est facile, on en parle depuis tout a I'heure,
a I'aide d’'un automate.

Johnny-5
Je vais vous étonner : non !

Annick
Pourquoi non ?

Johnny-5
Imaginez-vous donc que c'est impossible.

Yannick

Comment impossible! A nous trois, je suis

certain qu'on peut arriver a dessiner un tel
automate.

Johnny-5

Attention, ce que je veux dire, c'est que peu
importe I'automate que tu dessineras, ilnesera
jamais capable de vérifier si les parenthéses
sont bien équilibrées dans une expression
quelconque. Il n'existe AUCUN automate qui
soit capable de le faire.

Yannick
Je suis bouche bée.

Annick

Pourquoi en est-il ainsi? Comment les
calculatrices font-elles alors pour vérifier si
les parentheses sont bien équilibrées ?

Yannick

Et si un probléme apparemment aussi simple
ne peut pas étre représenté par un automate,
comment peut-on représenter les problémes
que nous soumettons aujourd’hui & nos
ordinateurs personnels ?

Johnny-5

Une question a la fois ! La raison pour laquelle
un automate ne peut pas modéliser le
probléme des parenthéses bien équilibrées
est un peu compliquée. Revenez donc me voir
lorsque vous serez en semaine de relache :
on aura amplement le temps d'en discuter.
Comment fait-on alors pour représenter un
tel probleme ? Il faut utiliser un outil un peu
plus puissant qui s'appelle un automate a
piles. Cet automate ressemble & ceux que
nous avons vus, mais il peut, de plus, compter
un certain nombre de choses, comme le
nombre de parenthéses présentes dans une
expression par exemple.

Finalement, pour répondre a ta question
Yannick, non seulement les automates ne
sont pas assez puissants pour modéliser
les problemes traités par nos ordinateurs
personnels, mais les automates a piles ne
le sont pas non plus. Il faut faire appel a ce
que nous appelons les machines de Turing
pour y arriver. Ces outils mathématiques
sont beaucoup plus complexes et permettent
de représenter pour ainsi dire tout ce qu'un
ordinateur peut comprendre.

Voila! Jespére que jai répondu a vos questions.
Annick et Yannick
MerciJohnny, tu nous as énormément éclairés

sur le sujet. Nous reviendrons certainement
te voir prochainement.



Parabole et autres coniques

Lorsque I'on s'intéresse a la parabole, comme
c'est le cas dans Les miroirs ardents, il est
naturel de se demander comment en tracer
une correctement. On peut avoir le méme
questionnement pour les autres sections
coniques, hyperbole et ellipse, et s'intéresser
a leurs propriétés remarquables.

Tracage de la parabole
Voici un dispositif pour tracer une parabole.

Une corde, dont la longueur L est égale a celle
du coté AB dune équerre, est attachée a une de
ses extrémités en un point fixe O situé a une
distance h d’'une droite (D). L'autre extrémité
de la corde est attachée au sommet A de
I'équerre. La pointe d'un crayon est placée le
long du c6té vertical de I'équerre en un point
P de telle sorte que la corde soit tendue :
on a donc |OP| + |PA] = L. On fait glisser
I'équerre le long de la droite (D) de telle sorte
que la corde demeure tendue (voir figure).
<A <A

a) Montrer que la pointe du crayon décrit un
arc de parabole (voir définition p. 2).

b) Montrer que le foyer de la parabole est en
O et que (D) est sa directrice.

Anthemius de Thralle

Tracage de I’hyperbole

L'hyperbole est I'ensemble des points P du
plan dont la différence des distances a deux
points F, et F, (les foyers de I'hyperbole) est
une constante r:
| [PR]- PRI T=r. ()

Voici comment on peut dessiner la premiére
branche de I'hyperbole avec une régle ABet un
crayon. La régle pivote autour d'un clou fixant
I'extrémité Bau premier foyer £, de I'hyperbole.
A Textrémité A de la régle on fixe une corde dont
l'autre extrémité est fixée au deuxiéme foyer
F, de I'hyperbole. La corde est de longueur L.
On place le crayon le long de la régle de telle
maniére qu'il tende la corde (voir figure).

a) Montrer que la pointe du crayon décrit
une branche d’hyperbole.

b) De quelle longueur L doit-on prendre la corde
si la longueur de la régle est L et que I'équation
de 'hyperhole est donnée par (*)?

c) Que devez-vous faire pour tracer la
deuxiéme branche de I'hyperbole?

Propriété remarquable
de I'ellipse

La parabole n'est pas la seule conique a avoir
une propriété optique remarquable, I'ellipse en
a également une.

L'ellipse est le lieu géométrique des points
du plan dont la somme des distances a deux
points £, et F, est égale a une constante C
(ou C>| AF)).

Démontrer la propriété remarquable de l'ellipse :

Tout rayon partant d’un des foyers et réflé-
chi sur I'ellipse arrive a l'autre foyer (figure
ci-contre).

Volume et aire d’une sphere

Archiméde a comparé un cylindre droit a la
sphere inscrite dans celui-ci et a affirmé que :

Lorsqu'un cylindre est circonscrit @ une
sphére, le volume et la surface du cylindre
sont une fois et demie le volume et la surface
de la sphére.

a) Déterminer les formules du volume et de
l'aire de la surface du cylindre considéré
par Archiméde.

b) En utilisant larelation établie par Archiméde
deéterminer les formules usuelles du volume
et de I'aire de la surface de la sphere.
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Suite

Les surprises de I’'infini

Dans larticle L'infini, c'est gros comment?
Annick et Yannick ont rencontré une parti-
cularité de linfini. Il y a autant de nombres
naturels que de nombres naturels pairs.
L'infini réserve beaucoup d'autres surprises.

Considérons la somme infinie :
1-1+1-1+1-1+1-1+1--

Quelle est la valeur de cette somme? Par
exemple si on regroupe les nombres deux par
deux a partir du premier, on obtient :

1-1)+(1-1)+(1-1)+(1-1)+
=0+0+0+0 +..=0

Cependant, en regroupant les nombres deux
par deux a partir du second, on obtient :

T+(EL+ D)+ L+ +(1+D)+(1+1)+..
=140+0+0+0+..=1

Alors, la somme vaut-t-elle 0 ou 1? Dans son
ouvrage Lecons sur les séries divergentes,
Emile Borel écrit : « Euler considére la somme
de [cette série] comme égale a 1/2; et cette
affirmation a pour lui la signification suivante :
si, par un calcul quelconque, on est conduit
a [cette série], le résultat de ce calcul est
certainement 1/2. »

La somme d'un nombre infini de termes n'a
pas toujours un comportement aussi bizarre.
Ainsi, si on considere la somme suivante :

T 1 1 1
=—+—+—+—+
2 4 8 16
On peut déterminer cette somme de la facon
suivante. En multipliant la somme par 2, on
obtient :

T 1 1 1 T 1 1
25=2 —4—+—+—+ = |=T+=+—+—+ -
2 4 8 16 2 48

En soustrayant membre & membre, on trouve :

1T 1 1 T 11
25—5=(1+—+—+—+ ---)—(—+—+—+---)
2 4 8 2 4 8

Ce qui donne S=1.

Dans cette procédure, on exploite une
caractéristique propre auxsommesinfinies.En
multipliant une somme infinie par un facteur
judicieusement choisi, et en soustrayant de
ce produit la somme initiale, les termes, sauf
le premier, se soustraient deux a deux. Il reste
a résoudre une équation du premier degré
pour déterminer la valeur de la somme.

En exploitant cette caractéristique des
sommes infinies :

a) déterminer les sommes suivantes :
(A A I

N —+t—=+—+—F+—+-

I) 3 32 3P 3t 38
i) 2,12, 1.2,

3 3 3 3 3

b) montrer que 0,9999.. =1

c) exprimer 0,4444.. comme quotient de
deux entiers.

d) exprimer 0,424242.. comme quotient de
deux entiers. p

-r

g) montrer que 1+ 7 +r’+r’+ - +r"= :
sir#1. 1=-r

f) expliquer pourquoi il est naturel, si || <1,
d’'obtenir :

r+r2+r3+---=—1 *
-r

g) en déduire que
r+rfart e =— il <1
1-r

h) lesquels des résultats des questions a a d
peuvent sexpliquer par cette derniére
formule?

i) montrer que si on pose r = -1 dans (*), on
obtient I'affirmation d’Euler.

Vols de Collatz

Dans l'article sur les Envolées intersidérales,
l'auteur décrit les vols de Collatz : On choisit un
nombre entier positif x. S'il est pair on le divise
par 2 ets'il estimpair, on le remplace par 3x+ 1.
On poursuit ainsi jusqu’'a obtenir 1.

a) La durée d'un vol de Collatz est le nombre
d'itérations avant de se poser en 1. Lequel
des nombres premiers jumeaux 5 et 7 a la
plus grande durée de vol?

b) La durée d'un vol en altitude est le nombre
de termes de la suite supérieurs au nom-
bre de départ. Lequel des nombres pre-
miers 11 et 17 a la plus grande durée de
vol en altitude?

c) L'altitude maximale d’'un vol de Collatz
est le plus grand nombre de la suite.
Déterminer l'altitude maximale du vol de
Collatz des nombres premiers 23 et 29.

d) Un vol de Collatz est dit vo/ de courte
durée si le nombre d'itérations avant de se
poser en 1 est égal ou inférieur au nombre
de départ. Déterminer les vols de courte
durée parmi ceux étudiés en a, b et c.



0 plus!

Mathématiques et musique

ROBERT, Serge. « Mathématiques et musique | » dans Bulletin AMQ, octobre 2003, vol. 43 n° 3.
ROBERT, Serge. « Mathématiques et musique Il » dans Bulletin AMQ, mai 2005, vol. 45 n° 2.
ROBERT, Serge. « Mathématiques et musique Ill » dans Bulletin AMQ, décembre 2005, vol. 45 n° 4.
JEANS, Sir James. Science and music, Dover Publications inc., New York, 1968.

Logique mathématique et informatique théorique
Sur le probleme de Collatz
« Un excellent article de vulgarisation sur le sujet :
DELAHAYE, Jean-Paul. « La conjecture de Syracuse » dans Pour la Science n° 247, mai 1998, p. 100-105.
« Le texte suivant fait un survol trés complet du probléme de Collatz :

LAGARIAS, Jeffrey C. « The 3x+1 problem and its generalizations »
dans The American Mathematical Monthly, n° 92, 1985, p. 3-23.

¢ On trouvera sur le cybersite www.ieeta.pt/~tos/3x+1.html
notamment un calculateur de suites du type « 3x+1 ».

Sur les suites de Goodstein

« L’article technique dans lequel Kirby et Paris ont présenté leurs résultats sur les suites de Goodstein :
KIRBY, Laurie et Jeff PARIS. « Accessible independence results for Peano arithmetic »
dans Bulletin of the London Mathematical Society, n° 14, 1982, p. 285-293.

¢ On trouvera des exposés de vulgarisation sur les suites de Goodstein dans les deux textes suivants :
HODGSON, Bernard R. « Taches herculéennes ou sisyphéennes? Un regard neuf sur le phénomeéne
d’incomplétude en logique mathématique » dans PALLASCIO Richard et Gilbert LABELLE, Mathématiques
d’hier et d’aujourd’hui, Modulo éditeur, 2000, p. 62-68.

DE KONINCK, Jean-Marie et Bernard R. HODGSON. « Ces nombres qui nous fascinent » dans PALLASCIO
Richard et Gilbert LABELLE, Mathématiques d’hier et d’aujourd’hui, Modulo éditeur, 2000, p. 69-90.

« Le fait que la suite de Goodstein commencgant a 4 requiert 3 x 2402653211 _ 3 étapes pour atteindre 0 n’est pas
tres difficile a établir et fait I'objet d’un exercice guidé dans :

HENLE, James M. An Outline of Set Theory, Springer-Verlag, 1986.
Sur le logicien Kurt Godel et ses fameux théorémes

« |l existe plusieurs biographies de Kurt Gddel ainsi que de nombreux ouvrages — certains techniques et
d’autres de vulgarisation — sur ses travaux de logique mathématique. Il convient de signaler un numéro
spécial de la revue Pour la Science entiérement consacré a Godel et & sa contribution aux mathématiques :

GUERRERIO, Gianbruno. « Gddel » dans Pour la Science, collection « Les génies de la science », n° 20, aolt 2004.

Langage machine
BROOKSHEAR, J.G. Formal languages, automata and complexity. The Benjamin Publishing Company Inc., 1989.
SALOMAA, A. Introduction a I'informatique théorique : calculabilité et complexité, A. Colin, Paris, 1989.
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Institut des sciences mathématiques

L’Institut des sciences mathématiques est une institution unique dédiée
a la promotion et a la coordination de I’enseignement et de la recherche
en sciences mathématiques au Québec. En réunissant sept départements
de mathématiques des universités québécoises (Concordia, Université
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Sherbrooke), I'Institut rassemble un grand bassin d’expertises en
recherche et en enseignement des mathématiques. L’Institut anime de
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et des colloques a l'intention des professeurs et des étudiants avancés,
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DE RECHERCHES
MATHEMATIQUES

Le Centre de recherches mathématiques est un centre national pour
la recherche fondamentale en mathématiques et ses applications.
Les scientifiques du CRM comptent plus d’'une centaine de membres
réguliers et de stagiaires postdoctoraux. Lieu privilégié de rencontre, le
Centre est I’h6te chaque année de nombreux visiteurs et d’ateliers de
recherche internationaux.

Les activités scientifiques du CRM comportent deux volets principaux :
les projets de recherche gu’entreprennent ses laboratoires, et les
activités thématiques organisées al’échelle internationale. Ces dernieres,
ouvertes a tous les domaines, impliquent des chercheurs du CRM et
d’autres universités. Afin d’assurer une meilleure diffusion des résultats
de recherches de ses collaborateurs, le CRM a lancé en 1989 un pro-
gramme de publications en collaboration avec I’American Mathematical
Society et avec Springer.

Le CRM est principalement financé par le CRSNG (Conseil de recher-
ches en sciences naturelles et en génie du Canada), le FQRNT
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