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Commençons par deux bonnes nouvelles pour notre revue.

Accromath s’est vu décerner le bronze lors de l’édition 2007 de la prestigieuse  
compétition mondiale des Summit Creative Awards, où étaient présentées des 
milliers d’œuvres en provenance de 23 pays. Félicitations à notre graphiste,  
Pierre Lavallée, dont la créativité et la qualité du travail, ont été récompensées 
avec un tel prix. C’est lui le grand responsable de la facture de la revue dont  
l’esthétique nous vaut de nombreux compliments.

Jean-Paul Delahaye, qui a signé plusieurs articles dans la revue Pour la science,  
collaborera de façon régulière à Accromath en y présentant une Rubrique des 
paradoxes. Ces paradoxes ont déjà été publiés dans « Les nouvelles d’Archimède », 
revue de l’Université de Lille. Les paradoxes sont des stimulants intellectuels qui 
ont été à l’origine de nombreux progrès mathématiques ou logiques. Dans cette 
rubrique l’auteur cherchera surtout à provoquer le lecteur et à le faire réfléchir. 
Le premier paradoxe, intitulé Bien ranger son argent et présenté à la fin de ce 
numéro, nous amène à penser qu’avec l’infini, tout est dans la façon de compter.

Ce numéro débute par deux articles du dossier Applications des mathématiques. 
Dans un article intitulé Les mathématiques du coeur, André Garon et France Caron  
nous initient par la modélisation mathématique et la simulation informatique 
à des développements récents en génie biomédical. Dans l’article Fullerènes 
et polyèdres, Christiane Rousseau nous montre comment des résultats dus à  
Descartes et à Euler permettent de comprendre certaines des contraintes  
auxquelles sont soumises les grosses molécules de carbone.

Dans le volet Grands mathématiciens, l’article Simon Stevin donne un aperçu 
des travaux de ce contemporain de Galilée, en mathématiques, en hydrostatique  
et en mécanique. Le dossier Nombres porte plus précisément sur l’histoire des 
nombres. Dans l’article Les nombres complexes : quand le réel transcende 
l’imaginaire, Jérôme Fortier met en scène Annick et Yannick qui s’intéressent 
aux opérations pour lesquelles leur calculatrice renvoie un message d’erreur. Ils 
découvrent qu’un tel message ne signifie pas toujours une impossibilité. Dans 
l’article Les nombres : des créations successives, les deux amis s’intéressent 
aux besoins auxquels répondent les ensembles de nombres : naturels, entiers, 
rationnels, réels et complexes. 

Dans le dossier Probabilités et statistique, France Caron signe un article intitulé 
Au-delà des espérances de vie qui illustre comment il est parfois possible de 
remonter aux modèles pour mieux juger de la fiabilité de probabilités construites  
à partir de données statistiques.

Entre leurs développements et leurs applications qui se nourrissent mutuellement,  
traversent les siècles et se poursuivent aujourd’hui, les mathématiques n’ont pas 
fini de nous étonner.

André Ross
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Les cœurs mécaniques :  
des pionniers à aujourd’hui
Comme on le sait, le cœur est en fait constitué 
de deux pompes, les ventricules gauche et 
droit. Le ventricule droit a pour rôle de pomper 
le sang dans les poumons pour l’oxygéner 
et le ventricule gauche de pomper le sang 
oxygéné dans tout l’organisme. C’est le ven-
tricule gauche qui doit réaliser le plus grand 
travail mécanique. Il n’est pas étonnant de 
constater statistiquement que le ventricule 
gauche est le plus affecté par le syndrome de 
la défaillance cardiaque.

Deux grandes stratégies sont possibles pour 
traiter mécaniquement une défaillance car-
diaque : remplacer complètement le cœur 
ou lui adjoindre un dispositif pour l’aider à 
distribuer, à chaque minute, les cinq litres de 
sang que contient en moyenne le système 
cardiovasculaire. 

S’inscrivant dans la première stratégie, 
l’Américain Robert Jarvik, ingénieur et chirur-
gien, implantait en 1982 un volumineux 
dispositif pulsatile, externe au patient, en 
remplacement du cœur de M. Barney Clark. 

La défaillance cardiaque est un syndrome 
clinique causé par un désordre structurel ou 
fonctionnel qui modifie la capacité du cœur 
à maintenir un écoulement sanguin adéquat.  
Pour les deux tiers des patients, les maladies  
coronariennes sont la cause directe de  
la défaillance cardiaque. On estime que  
4,7 millions d’Américains (300 000 Canadiens) 
souffrent de ce syndrome, avec 550 000 nou-
veaux cas diagnostiqués annuellement, à un 
coût approximatif de 21 milliards de dollars 
(US). La défaillance cardiaque touche égale-
ment hommes et femmes à un taux annuel 
de 1 % de la population de plus de 65 ans.   

La transplantation cardiaque est aujourd’hui 
le seul traitement définitif de la défaillance 
cardiaque même si elle est limitée par le 
manque de donneurs, en particulier chez 
les personnes âgées. On estime que 3 000 
cœurs sont disponibles annuellement dans le 
monde tandis que la demande est de 50 000 
à 70 000 uniquement aux États-Unis. Cette 
pénurie est à l’origine du développement des 
cœurs mécaniques où les mathématiques 
jouent un rôle de plus en plus important.  

En faisant le pont entre la santé  
et le génie, des modèles  mathématiques  

permettent d’imaginer, de simuler et de 
développer de nouveaux dispositifs pour 

traiter la défaillance cardiaque.

André Garon 
 École Polytechnique  

de Montréal 
France Caron

Université de Montréal 
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Son implantation, qui requérait l’explantation 
des ventricules du cœur, rendait la procé-
dure irréversible et immobilisait le patient en 
milieu hospitalier en attendant l’inévitable 
recours à la greffe cardiaque; M. Clark décéda 
au bout de 112 jours d’une telle attente. Un 
tel dispositif ne servait ainsi que de pont vers 
la transplantation.

Depuis ce premier geste audacieux, les possi-
bilités technologiques et les besoins cliniques 
ont évolué, de sorte qu’on distingue main-
tenant deux nouvelles fonctions pour les 
dispositifs mécaniques conçus en réponse à 
la défaillance cardiaque : certains de ces dis-
positifs servent de pont vers la guérison du 
muscle cardiaque, tandis que d’autres sont 
conçus pour fin d’implantation permanente. 
Ces nouvelles fonctions, qui s’inscrivent dans 
la seconde stratégie, requièrent à la fois la 
miniaturisation des dispositifs impliqués 
et un changement radical dans le type de  
dispositif à développer. Il ne s’agit plus de 
concevoir des ventricules artificiels pulsatiles 
mais de petites turbines qui poussent le sang 
de façon continue. 

C’est dans ce contexte que l’École Polytech-
nique et l’Institut de Cardiologie de Montréal  
développent conjointement une pompe 
mécanique miniature comme dispositif  
de soutien à la distribution du sang dans le 
système cardiovasculaire. 

Pour aider le ventricule défaillant, le chirurgien 
implante la pompe mécanique en parallèle 
avec celui-ci. Deux tubes (canules) relient 
l’entrée et la sortie de la pompe respectivement 
au ventricule gauche et à l’aorte. Le cœur 
mécanique et le cœur naturel travaillent ainsi 
de concert pour distribuer le sang oxygéné 
dans les tissus.

La conception de la pompe repose sur la 
modélisation mathématique et la simulation 
informatique pour évaluer sans risques les 
effets d’un tel dispositif sur le fonctionnement 
du système cardiovasculaire et en ajuster les 
caractéristiques. 

La modélisation du système 
cardiovasculaire
En 1899, Otto Frank a traduit en modèle 
mathématique le modèle analogique artériel 
décrit par William Harvey au 17e siècle et par 
Stephen Hales au 18e siècle. Ces deux derniers  
chercheurs avaient comparé le cœur et la  
circulation sanguine aux pompes utilisées 
par les pompiers de l’époque. Par analogie,  
ces modèles se nomment Windkessel  
(chambre à air en allemand). 

À la manière des pompes à incendie du 18e siècle, 
le cœur éjecte périodiquement le sang, puis 
fait une pause (débit d’éjection nul). Si les 
vaisseaux étaient rigides, on subirait à la 
fin de chaque pause un coup de bélier, qui 
à la longue serait dommageable et pourrait 
conduire à l’arrêt de la circulation sanguine 
simultanément dans tout l’organisme! Pour 
éviter un tel problème, nos vaisseaux sont 
flexibles, c’est-à-dire que pendant la phase 
d’éjection, ils se dilatent et emmagasinent 
une fraction du volume de sang éjecté par le 
ventricule. Lorsque le cœur cesse de pomper, 
les vaisseaux dilatés se contractent, amor-
tissent l’arrêt du cœur, et maintiennent un 
débit minimal dans le système vasculaire. 

Les mathématiques du cœur  |  André Garon et France Caron • École Polytechnique et Université de Montréal

La résistance et le courant
On sait depuis Newton que la circulation des fluides visqueux à l’intérieur d’une 
conduite hydraulique, à un certain débit Q, nécessite une force mécanique  
ou différence de pression ∆P. Celle-ci peut être produite par une pompe.   
On écrit  ∆P = R Q, où R est la résistance à l’écoulement. On associe une résis-
tance aux différents organes et vaisseaux du corps humain. Le même modèle 
s’applique aux circuits électriques où, pour faire passer un courant I à travers 
une résistance R, il faut une différence de tension ∆V telle que ∆V = R I.

Si les vaisseaux étaient rigides,  
on subirait périodiquement  

un coup de bélier,  
fortement dommageable  

pour l’organisme.
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Ce mécanisme de dilatation et de contraction  
des parois vasculaires est analogue à celui 
de la chambre de compliance du système 
de pompage des pompiers du 18e siècle. 
Dans cette dernière, la membrane élastique  
est remplacée par un volume d’air emprisonné  
qui se comprime lorsque la pression augmente,  
permettant à un volume d’eau équivalent 
de remplir la chambre. Lorsque la pompe 
cesse, la pression dans la chambre expulse 
l’eau accumulée, ce qui maintient un débit  
minimal dans la lance du pompier.

La résistance et la compliance sont des  
idéalisations de la dynamique de l’écoulement 
du sang et des vaisseaux. Nous les supposons 
constantes pour représenter un certain état 
du système cardiovasculaire, sachant que 
ces paramètres changent dans le temps en 
réponse à notre environnement. Par exemple, 
pour permettre la course à pied, l’organisme 
diminue la résistance périphérique en modi-
fiant la contraction des petits vaisseaux pour 
favoriser l’écoulement du sang. On sait aussi 
qu’en vieillissant, les vaisseaux deviennent 
moins flexibles, ce qui se traduit par une 
réduction de leur compliance. 

La variation de pression dans le tronc arté-
riel ou dans la pompe des pompiers peut être 
modélisée par une seule équation différen-
tielle

dans laquelle le cœur est une source de 
débit variable Q (t) et la pression P (t) est celle 
qui serait mesurée à la sortie du ventricule 
gauche. C’est le modèle Windkessel à deux 
éléments. Ce modèle reflète en particulier le 
fait que l’augmentation de la pression sera 
d’autant plus grande que le débit est grand et 
que la pression est faible. La solution P (t) de 
cette équation différentielle linéaire (qu’on 
peut résoudre par intégration explicite ou 
numérique) est une fonction ondulatoire. Ce 
sont les valeurs extrêmes de cette onde de 
pression que mesure, lors d’un examen de 
routine, le médecin à l’aide de son stétho-
scope et de son sphygmomanomètre.  

En tirant parti de l’analogie qui associe le 
modèle hydraulique au circuit électrique, on 
peut augmenter le nombre de résistances et 
le nombre de chambres de compliance pour 
représenter différents éléments du système 
cardiovasculaire. Dans le schéma de la page 
suivante, on a inclus le ventricule gauche (VG), 
le système artériel (SA), le système veineux  
(SV), le ventricule droit (VD), le système arté-
riel pulmonaire (PA) et le système pulmonaire 
veineux (PV). À ces chambres s’ajoutent les 
résistances des valves mitrale (RMi), aortique  
(RAo), tricuspide (RTri), pulmonaire (RPulm) 
et des vaisseaux systémiques (Rps) et  
pulmonaires (Rp).  Cette modélisation du 
système cardiovasculaire donne lieu à  
un système de 6 équations différentielles  
non linéaires à six inconnues ; celles-ci  
correspondent à la pression dans les  
différentes chambres considérées.  Ce modèle 
permet l’étude de la fonction cardiaque et 
la simulation informatique des différentes 
pathologies cardiaques en augmentant par 
exemple certaines résistances ou en faisant 
varier la compliance des ventricules.

DossierApplications
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La compliance
Nous avons tous expérimenté la compliance en gonflant un ballon. Plus on 
souffle dans le ballon, plus sa pression augmente pour équilibrer les forces 
de tension de la membrane élastique. En augmentant la pression, le volume 
du ballon augmente proportionnellement tant que la limite élastique de la 
membrane n’est pas atteinte. Au-delà de cette limite, malgré nos efforts, la 
membrane cesse de se dilater et devient rigide malgré l’augmentation de 
la pression : la déformation n’est plus linéaire. En modélisant le système 
cardiovasculaire, on suppose que les parois des artères saines sont par-
faitement élastiques, c’est-à-dire que leur variation de volume est propor-
tionnel à la variation de la pression interne :

V – V0 = C (P – P0)

Lorsque le système perd de son élasticité, la compliance C devient de plus 
en plus petite. De façon générale, on définit la compliance comme la varia-
tion du volume par rapport à la variation de la pression et on écrit :               

C = dV/dP
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Sur le schéma ci-contre, on a ajouté une 
pompe d’appoint ou assistance ventriculaire 
qui prend sa source dans le ventricule défaillant 
(VG dans ce cas) et éjecte dans le système artériel 
(SA). Les chercheurs peuvent modéliser les 
pompes à l’aide des équations de Navier-
Stokes et en prédire le fonctionnement par 
simulation, selon la différence de pression P, 
le débit Q et la vitesse de rotation N de la 
turbine associée à la pompe. Nous obtenons 
pour chaque prototype une fonction caracté-
ristique de la pompe P = f(Q,N).

Simulations du système  
cardiovasculaire
Pour mieux comprendre l’apport de la pompe, 
considérons d’abord un système cardio-
vasculaire sans assistance ventriculaire.  Le 
graphique qui suit représente les variations 
de pression dans deux des chambres de com-
pliance, telles que produites par la simulation 
de notre modèle d’un tel système.

 

Ces courbes sont représentatives du fonc-
tionnement normal du ventricule gauche 
(VG) et du système artériel (SA) pendant un 
battement du cœur et se répètent de façon 
périodique. La courbe verte illustre l’évolution 
périodique de la pression artérielle pour une 
pression maximale (systolique) de 100 mmHg 
et une pression minimale (diastolique) 
d’environ 80 mmHg. Ce sont ces deux valeurs 
que le médecin mesure lors de l’examen de 
routine. La courbe bleue, quant à elle, corres-
pond à l’évolution de la pression à l’intérieur 
du ventricule gauche. 

Du point 1 au point 2, le muscle se contracte  
et la pression augmente progressivement sans  
éjection de sang : c’est la phase de contraction  
iso-volume. Du point 2 au point 3, la pression  
dans le ventricule devient alors égale à la 
pression dans le système artériel, la valve 
aortique s’ouvre et le sang est chassé du 
ventricule. À la fin de l’expulsion, la valve se 
ferme 3, le muscle se relâche et la pression 
du ventricule chute progressivement jusqu’au  
point 4: c’est la phase de relaxation iso-volume.  
Finalement du point 4 au point 1, la pression  
du ventricule est inférieure à la pression dans 
l’oreillette gauche, la valve mitrale s’ouvre 
pour remplir le ventricule gauche avant de 
redémarrer un nouveau cycle.

Les mathématiques du cœur  |  André Garon et France Caron • École Polytechnique et Université de Montréal

Pressions dans le ventricule gauche (VG) et le  
système artériel (SA) sans assistance ventriculaire.

Schéma du système cardiovasculaire avec assistance 
ventriculaire gauche.
(La circulation du sang est selon le sens horaire.)
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DossierApplications

Le modèle mathématique du système cardio- 
vasculaire permet d’étudier l’effet d’une 
assistance ventriculaire sur les variations de 
pression dans les chambres de compliance. 
Sur le graphique suivant, les courbes verte 
et bleue représentent de nouveau les pres-
sions dans le ventricule gauche et le système 
artériel.

Dans cet exemple, la pompe fonctionne à  
8 000 rotations par minute. Nous observons 
immédiatement une modification importante  
dans l’amplitude de l’onde de pression artérielle  
(pression systolique – pression diastolique). 
Celle-ci est nettement inférieure à l’amplitude 
normale et la pulsation devient indétectable 
par les moyens usuels. Le patient n’a plus de 
pouls! De plus, la forme de l’onde pression  
ventriculaire est aussi modifiée puisque le 
sang est expulsé plus rapidement par la 
pompe que par l’action du muscle cardiaque. 
On remarque que la pression du ventricule 
ne devient égale à la pression de l’aorte que 
ponctuellement. La valve aortique ne peut 
donc s’ouvrir, et tout le sang est chassé par 
la pompe d’assistance. Ce point d’opération 
est spécifique à un patient et correspond 
au maximum d’assistance qu’il est possible 
d’apporter au muscle défaillant pour éjecter 
tout le volume de sang qu’emmagasine le 
ventricule. Fonctionner à une vitesse supé-
rieure serait néfaste et conduirait à des  
problèmes de succion ventriculaire (pression  
négative dans le ventricule gauche) et la 
destruction significative des globules rouges 
(hémolyse).   

La modélisation du système cardiovasculaire 
assisté permet d’optimiser le fonctionnement 
des assistances ventriculaires et minimiser 
leurs effets délétères sur le fonctionnement 
de l’organisme hôte. Les ingénieurs utilisent  
les modèles pour développer de nouveaux  
algorithmes de contrôle des dispositifs 
d’assistance afin d’adapter leur fonctionnement 
aux besoins physiologiques du patient. Dans 
le futur, ils guideront le clinicien dans 
l’identification de la pompe appropriée à 
l’état de santé spécifique d’un patient en 
utilisant les paramètres de résistance et de 
compliance qui lui sont propres.

Mais ça, c’est une toute autre histoire…

Pour soulager le cœur défaillant, la pompe prend  
en charge tout le sang à éjecter, et ce de façon  

continue. Le patient n’a plus de pouls!

Assistance ventriculaire à débit continu (Projet Cardianove)  
Photo : France Caron

Pressions dans le ventricule gauche (VG) et le  
système artériel (SA) avec assistance ventriculaire.
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Les mathématiques du cœur  |  André Garon et France Caron • École Polytechnique et Université de Montréal

L’équation différentielle du modèle 
Windkessel à deux éléments décrit la  
variation instantanée de la pression en 
fonction du temps dans un système avec 
une pompe et une résistance, et peut  
servir de modèle pour la pression artérielle.  
Simuler le comportement d’un tel système 
revient à trouver une fonction P(t) qui soit 
solution de cette équation.  Pour résoudre  
une équation de ce type, on peut faire 
appel à une méthode numérique basée 
sur une discrétisation du temps. Ainsi, 
pour le problème évoqué, une méthode 
très simple (mais certes moins précise que 
d’autres) consiste à utiliser une approxi-
mation décentrée de la dérivée de P en ti : 

À partir d’une fonction de débit Q(ti)  
donnée, des paramètres de résistance (R) 
et de compliance (C) du système et d’une 
valeur de pression initiale P(t0), la simu-
lation peut se réduire alors à générer la 
suite des P(ti) en réappliquant itérative-
ment le calcul suivant :

P t P t
Q t

C
P t
RC

t ti i
i i

i i( ) ( )
( ) ( )

++ = + − −( )11

Un outil comme Excel se révèle tout à fait 
adéquat pour une telle tâche. L’exemple 
suivant illustre la simulation sur Excel de 
l’évolution de la pression en fonction du 
temps lorsque le système est conditionné 
par une fonction de débit périodique et 
linéaire par morceaux ; une telle fonction 
de débit pourrait servir à modéliser l’afflux 
de sang qu’on crée avec un massage  
cardiaque1. Le temps a été discrétisé en 
fixant à 1 chaque pas de temps :

dt = ti+1 – ti = 1.

La fonction de débit Q(ti ) est décrite avec 
la suite :

 {1, 2, 3, 4, 5, 1, 2, 3, 4, 5, 1, 2, 3, 4, 5, 1, …}.

Pour la première simulation illustrée, les 
paramètres de compliance (C) et résis-
tance (R)  ont été fixés respectivement à  
4 et 1,5, et on a supposé égale à 1 la valeur  
de la pression initiale P(t0). La variation 
de la pression entre les temps ti et ti+1  
correspond au produit :

Simulations avec Excel

1.	� Pour intégrer au modèle Windkessel le débit sanguin  
généré par un cœur en conditions normales, on  
utilise habituellement une fonction Q (t) constante 
par morceaux (voir la section Problèmes).

Simulation avec une compliance C = 4,0 et une résistance R = 1,5.
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dont nous voyons l’équivalent Excel sur la 
barre de formule qui révèle le contenu de 
la cellule E7 :

=(C7/$B$2-D7/($B$2*$B$3))*(B8-B7) 

(Le signe $  permet de garder fixe l’adresse 
des paramètres, C et R dans ce cas.)

Il suffit maintenant d’ajouter le résultat  
de ce calcul à P (ti) pour obtenir P(ti +1). 
C’est ce qui a été fait ici à la cellule D8 
avec la formule =D7+E7. Le contenu des 
cellules E7 et D8 peut alors être « recopié 
vers le bas » pour générer facilement la 
suite des P (ti) qu’on peut ensuite lisser 
sur un graphique conjointement avec la 
suite des Q(ti). 

On remarque que l’onde de pression oscille 
en prenant des valeurs entre 5 et 4 en 
régime permanent.  On a donc une petite 
variation de l’onde de pression avec une 
amplitude de 1 et une valeur moyenne  
de 4,6 environ.  On supposera ici que ces 
valeurs représentent une jeune personne.  

Une fois cet environnement créé, il  
devient facile de générer de nouveaux 
scénarios de simulation en modifiant les 
valeurs de résistance et de compliance.  La 
visualisation sur le graphique des effets de 
ces changements permet alors de mieux 
apprécier le rôle de ces paramètres et leur 
sens au regard de la situation de départ. 

Considérons donc à présent une personne 
plus âgée, dont les artères auraient perdu de  
leur élasticité, faisant passer la compliance  
C de 4 à 2.  Que se passe-t-il alors ?

Nous observons une augmentation à la  
fois de la valeur maximale et de l’amplitude 
des oscillations de la pression ; cela est 
caractéristique de l’hypertension systo-
lique qu’on retrouve principalement chez 
les personnes âgées. Notons aussi que 
dans ce cas, où nous n’avons modifié  
que la compliance, la valeur de pression 
moyenne est restée la même. On peut 
en effet montrer en intégrant l’équation 
de la pression (voir l’encadré) que la  
valeur moyenne  est indépendante de la  
compliance.  

Le corps possède aussi des mécanismes de 
l’écoulement du sang, par la vasodilatation  
et la vasoconstriction des petits vaisseaux  
périphériques, qui lui permettent de 
s’adapter rapidement à une situation 
nouvelle. La vasoconstriction et la vasodi-
latation correspondent respectivement à 
une augmentation ou une diminution de 
la résistance R de notre modèle, et ont un 
effet direct sur la pression nécessaire pour 
obtenir un débit sanguin. Par exemple,  
pour faciliter l’exercice physique et 
l’oxygénation des muscles avec un débit 
accru, le corps provoque une vasodilatation  
des petits vaisseaux sanguins, qui limite 
alors l’accroissement de la pression artérielle.

Simulation avec une compliance C = 2,0 et une résistance R = 1,5.
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Chez les personnes âgées, on peut 
diminuer la résistance avec des médica-
ments qui limitent la synthèse ou l’action 
de l’angiotensine, substance protéinique 
produite par le foie et agissant comme 
vasoconstricteur.  

Simulons ce traitement en faisant passer 
la valeur du paramètre R du modèle de 
1,5 à 1 (voir la figure ci-dessous).  Nous 
constatons alors qu’un tel changement 
réduit aussi du tiers la pression moyenne.  
Cela illustre bien la relation de propor-
tionnalité qui lie la pression moyenne à la 
résistance (voir l’encadré ci-contre).

Précisons à nouveau que ces simulations 
avec Excel reposent sur un modèle très 
simplifié du système cardiovasculaire (le 
modèle Windkessel à deux éléments), qui 
ne prétend pas représenter la réalité dans 
toute sa complexité.  Mais il nous permet 
quand même, à peu de frais, d’observer et 
d’expliquer certains aspects du comporte-
ment de la pression artérielle.  

La pression moyenne
La valeur moyenne  de la pression sur un intervalle de temps 
[a, b] se définit par une intégrale :

  

En régime permanent, avec R et C constants, la pression est une  
fonction périodique; la pression moyenne peut donc être  
calculée en choisissant une période comme intervalle [a, b], où a 
et b sont tels que P(a) = P(b).

Comme , on a :

P t dt R Q t dt RC
dP t

dt
dt

a

b

a

b

a

b
( ) ( )

( )
∫ ∫ ∫= −

et donc

puisque P(b) = P(a). C’est pourquoi : 

On en conclut  que la pression moyenne  est  indépendante de 
la compliance et proportionnelle à la résistance.

Simulation avec une compliance C = 2,0 et une résistance R = 1,0.
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Alors que les formes connues des molécules 
de carbone, soit le graphite et le carbone,  
formaient des structures ouvertes, c’est-à-dire  
auxquelles on pouvait adjoindre d’autres 
atomes de carbone (voir encadré page  
ci-contre), les atomes des fullerènes sont 
situés aux sommets d’un polyèdre dans 
l’espace. Ce sont des structures fermées, 
dans le sens que toutes leurs liaisons sont 
occupées, si bien qu’elles ne tendent pas à 
se lier à d’autres atomes. Le plus connu de 
ces fullerènes est le carbone 60 aussi appelé 
Buckminsterfullerène du nom de Buckminster  
Fuller, ce célèbre architecte qui a conçu de 
nombreux dômes géodésiques, dont le pavillon  
des États-Unis à Expo-67, qui est devenu la 
Biosphère. Comme le nom C60 l’indique, cette 
molécule a 60 atomes de carbone, lesquels 
sont disposés aux 60 sommets de l’icosaèdre 
tronqué ou ballon de soccer. 

L’attribution du prix Nobel  
de chimie 1996 à Harold Kroto,  

Robert Curl et Richard Smalley  
a suscité beaucoup d’intérêt pour 

les grosses molécules de carbone 
appelées fullerènes.

Christiane Rousseau1 
Université de Montréal 
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Fullerènes et polyèdres

Le ballon de soccer
est un icosaèdre tronqué

Le carbone 60 
avec ses doubles liaisons

Regardons le ballon de soccer. Il est formé 
de douze pentagones et de vingt hexagones, 
tous de même arête. Il est inscrit dans une 
sphère et tous les sommets sont adjacents  
à un pentagone et à deux hexagones. Ce  
polyèdre a donc trente-deux faces et soixante 
sommets. Comptons le nombre d’arêtes. Pour 
les cinq pentagones on a 5 × 12 = 60 arêtes 
et pour les hexagones, 6 × 20 = 120 arêtes. 
Mais chaque arête est partagée par deux 
polygones. Donc le nombre d’arêtes est :

 

 

Résumons cette information. Soit S le nom-
bre de sommets, F le nombre de faces et A le 
nombre d’arêtes. On a S = 60, A = 90 et F = 32.  
Nous pouvons remarquer que :

S – A + F = 60 – 90 + 32 = 2. 

C’est la célèbre formule d’Euler.

Formule d’Euler : 

Pour tout polyèdre, on a

S – A + F  = 2.

1. �L’auteure remercie Richard 
Martel du Département 
de chimie de l’Université 
de Montréal pour ses 
explications sur la structure 
du carbone. 
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Nous allons démontrer la formule d’Euler  
ci-dessous pour les polyèdres inscrits dans 
une sphère comme l’icosaèdre tronqué. 

Avant de démontrer cette formule, on peut 
faire d’autres vérifications. Considérons 
le cube (hexaèdre) qui est l’un des cinq  
polyèdres réguliers aussi appelés solides  

platoniciens. Les polyèdres réguliers sont 
ceux dont toutes les faces sont des polygones 
réguliers congruents.

Le cube a huit sommets, six faces et douze 
arêtes. Donc, on a encore :

S – A + F = 8 – 12 + 6 = 2.

Dans la section Problèmes, le lecteur pourra 
faire la vérification pour les autres corps 
réguliers donnés dans l’encadré ci-contre.

Revenons à nos grosses molécules de carbone : 
leur structure spatiale est toujours composée 
seulement de pentagones et d’hexagones. On 
peut changer le nombre d’hexagones. Parmi 
les fullerènes, on distingue ceux qui ont les 
mêmes symétries que le dodécaèdre. Dans le 
cas du Carbone 20 ( C20), on a vingt atomes de 
carbone situés aux sommets du dodécaèdre. 
Dans le cas du Carbone 60, deux pentagones 
sont reliés entre eux par une arête commune 
à deux hexagones. Dans le cas du Carbone 
80, deux pentagones « voisins » sont attachés 
à deux faces opposées d’un même hexagone. 
Le polyèdre obtenu est appelé triacontaèdre 
rhombique tronqué. Il a trente hexagones et 
douze pentagones (voir figure).

Remarquez que les hexagones de ce polyèdre  
ne peuvent être réguliers! (Pourquoi?) Et si 
on rajoute plus d’hexagones, on obtient des 
polyèdres avec encore plus de sommets. 
Ces molécules existent. Remarquons que, 
lorsque nous les avons construites à partir  
du Carbone 60 en changeant le nombre 
d’hexagones, nous sommes toujours restés 
avec douze pentagones. Nous venons de 
découvrir une loi très générale.

Théorème: tout polyèdre composé  
seulement de pentagones et d’hexagones 
a exactement douze pentagones. Il n’y a  
aucune contrainte sur le nombre d’hexagones.

 

Fullerènes et polyèdres  |  Christiane Rousseau • Université de Montréal

Le carbone
Le carbone est tétravalent, mais le nombre 
d’atomes avec lesquels il est lié dépend de 
son hybridation, c’est-à-dire qu’il peut être 
lié à quatre, trois ou deux autres atomes. 

Dans le cas du diamant, les atomes de  
carbone sont placés aux sommets et au  
centre de tétraèdres réguliers. Chaque atome 
au centre d’un tétraèdre étant relié aux  
4 sommets du tétraèdre, cela donne au  
diamant sa grande dureté. 

Pour sa part, le graphite est un empile-
ment de feuilles de carbone appelé le 
graphène. Dans ce cas, le carbone partage 
une liaison avec trois voisins et adopte 
une configuration planaire. 

Représentation d’une couche  
de graphène. 

Beaucoup de liaisons entre les carbones sont 
doubles et il y a déplacement des électrons,  
ce qui en fait un semi-métal. Il existe une 
faible liaison entre les feuilles dans le 
plan perpendiculaire à la couche et cela  
permet de les relier ensemble. Mais ces 
liaisons inter-couches sont fragiles. On 
peut les briser facilement, ce qui permet  
aux couches de glisser l’une sur l’autre. 
C’est ce qui donne au graphite ses  
propriétés anti-adhésives exceptionnelles. 

Dans les deux cas, les bords de la structure  
peuvent être en liaison avec d’autres atomes.

Tétraèdre

Hexaèdre

Octaèdre

Dodécaèdre

Icosaèdre

Corps réguliers
de Platon

Triacontaèdre  
rhombique 

tronqué
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Preuve : On applique la formule d’Euler : 
soit M, le nombre de pentagones et N, le  
nombre d’hexagones, alors le nombre de faces 
est F = M + N. De plus, chaque sommet est  
partagé par trois polygones. Donc le nombre 
de sommets est :

.

Chaque arête est partagée par deux polygones. 
Donc le nombre d’arêtes est :

.

Alors, en appliquant la formule d’Euler :

Par conséquent, S – A + F vaut 2 si et seule-
ment si M, le nombre de pentagones, est 
douze et il n’y a aucune contrainte sur N, le 
nombre d’hexagones. 

Grünbaum et Motzin (1963) ont montré 
que pour tout N > 1, il existe un polyèdre 
avec exactement douze pentagones et N 
hexagones. Goldberg (1937) a montré qu’il 
en existe qui ont la même symétrie que 
l’icosaèdre tronqué (ou que le dodécaèdre) 
dès que N est de la forme : 

N = 10(a2 + ab + b2 – 1) , 

avec 0 ≤ b ≤ a. Le dodécaèdre correspond à  
a = 1 et b = 0, l’icosaèdre tronqué à a = b = 1  
et le triacontaèdre rhombique tronqué à a = 2  
et b = 0.

Les nanotubes de carbone
Parmi les autres molécules de carbone 
remarquables, on entend souvent parler des 
nanotubes de carbone. Ces nanotubes sont 
des fibres d’une rigidité exceptionnelle par 
rapport à celle de l’acier, tout en étant très 
légers. La rigidité est maximale lorsqu’on  
construit des nanotubes mono-feuillets 
(c’est-à-dire avec une seule couche d’atomes). 
Ils ont aussi des propriétés électriques et 
optiques remarquables. Entre autres, suivant 
leur géométrie, ils peuvent être conducteurs 
ou semi-conducteurs.

Comment sont composées ces molécules?  
Il est facile de se convaincre que si l’on ne 
considère que des hexagones, alors on 
obtient un pavage régulier du plan, à l’image 
du graphène décrit précédemment. Voici trois 
exemples de tels pavages.

Pavage chaise

 
Pavage zigzag

 
 Pavage chiral

Les nanotubes sont obtenus en collant  
les extrémités verticales d’un pavage  

et en rajoutant un ou deux bouts.

Prenons une bande formée d’un de ces  
pavages et enroulons-la pour former un 
cylindre en collant les deux bords. On obtient 
ainsi un cylindre ouvert aux deux bouts. Ce 
n’est pas le cas des nanotubes de carbone 
lesquels sont souvent refermés à un bout 
par une capsule en demi-sphère. Comment?  
Par exemple, il peut s’agir d’une capsule qui 
ressemble à un demi-ballon de soccer. Ce 
bout a donc six pentagones, entourés d’un 
certain nombre d’hexagones. Si on avait 
deux bouts notre nanotube aurait encore 
douze pentagones lorsqu’il est fermé! Mais  
souvent, l’autre bout contient le catalyseur  
qui a servi à la croissance du tube. On a 
différents nanotubes de carbone suivant 
l’orientation des hexagones. On distingue 
deux types de nanotubes, chiraux et non 
chiraux. Dans les nanotubes chiraux, les  

DossierApplications Fullerènes et polyèdres  |  Christiane Rousseau • Université de Montréal
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rangées d’hexagones sont des spirales 
enroulées le long du cylindre et appelées 
vis d’Archimède. Les autres nanotubes 
sont non chiraux. On se donne le type 
de nanotube en se donnant l’hélicité, 
h, soit l’angle minimal entre une arête 
d’un hexagone et l’axe du cylindre. On a  
h ∈ [0, π/6], les cas h = 0 (tube « zigzag ») et 
h = π/6 (tube « chaise ») correspondant aux 
nanotubes non chiraux. 

Laissons maintenant nos molécules de  
carbone et revenons discuter de la formule 
d’Euler. Nous allons prendre un détour pour 
la montrer et remarquer une autre propriété 
remarquable des polyèdres : la formule de 
Descartes. 

La formule de Descartes 
Comment construit-on un polyèdre? On  
dessine les polygones sur un carton pour 
ensuite faire le montage. À chaque sommet 
on assemble un certain nombre de polygones. 
La somme des angles des polygones à ce som-
met est inférieure à 2π, sinon les polygones 
seraient dans un plan. La différence entre 
2π et la somme des angles à ce sommet  
est appelée le manque à ce sommet. Le  
dessin suivant illustre cette démarche  
pour construire un cube. 

 

manque

Un cube déplié

Pour former le cube, on assemble exactement 
3 carrés à chaque sommet. C’est pourquoi la 
somme des angles des polygones adjacents à 
un sommet est : 

 

et le manque à chaque sommet est 
 

. 

Comme on a huit sommets, la somme des 

manques est . 

Cette propriété est tout à fait générale.

DossierApplications Fullerènes et polyèdres  |  Christiane Rousseau • Université de Montréal



14

Vo
l. 

2 
• 

ét
é-

au
to

m
ne

 2
00

7

DossierApplications

Formule de Descartes 

Pour tout polyèdre, la somme des manques 
à chaque sommet vaut 4π. 

Dans la section Problèmes de ce numéro, le 
lecteur pourra faire la vérification pour les 
autres corps réguliers platoniciens, ainsi que 
sur l’icosaèdre tronqué et le triacontaèdre 
rhombique tronqué. 

Nous allons montrer la formule de Descartes 
dans le cas particulier d’un polyèdre inscrit 
dans une sphère de rayon unitaire et formé 
seulement de triangles. Joignons les som-
mets de ces triangles par des grands cercles 
(un grand cercle sur la sphère est un cercle 
situé dans un plan passant par le centre de la 
sphère). Nous obtenons une triangulation de 
la sphère, c’est-à-dire une décomposition de 
la sphère en triangles sphériques. On utilise 
la formule de l’aire d’une sphère, Aire = 4πr2, 
d’où l’aire de la sphère de rayon unitaire est 4π.  
Nous allons montrer que cette surface est 
égale à la somme des manques du  polyèdre. 
Pour cela nous allons montrer un résultat 
remarquable :

èdre. Pour cela nous allons montrer un résul-
tat remarquable : 

Aire d’un triangle sphérique 

L’aire d’un triangle sphérique dessiné par 
des arcs de grands cercles et d’angles  
a,  b,  g est :

a +  b +  g - π.

Preuve : Remarquons que deux grands cercles 
se coupent toujours en deux points diamé-
tralement opposés. Les trois grands cercles 

formant les côtés du 
triangle découpent sur 
la sphère huit triangles 
sphériques, égaux deux 
à deux. Appelons T, 
l’aire du triangle que nous 
considérons et T1, T2, T3 , 
les aires des triangles 
sphériques adjacents.

Commençons par nous convaincre que l’aire 
d’un quartier de sphère entre les deux pôles 
d’angle a est de 2a. C’est une règle de trois 
puisque l’angle au sommet est de 2π, alors 
que la surface de la sphère est de 4π. En 
regardant la figure précédente, cela nous 
donne donc les équations :

(*)  .

D’autre part, regardons la surface au-dessus  
du grand cercle incliné. Son aire est 2π  
(la moitié de l’aire de la sphère). Donc :

(**)  T + T1 + T2 + T3 = 2π.

Si on additionne les 3 équations de (*), on a 
aussi :

(***)  3T + T1 + T2 + T3 = 2(a + b + g).

En soustrayant (**) de (***) on obtient :

2T = 2(a + b + g - π), 

qui est le résultat cherché. 

Preuve de la formule  
de Descartes
Considérons un polyèdre de faces triangu-
laires inscrit sur la sphère, ayant F faces,  
S sommets et A arêtes. L’aire de la sphère, 
soit 4π, est la somme des aires des triangles 
sphériques. Soient ai , bi et gi , les angles de 
chaque triangle sphérique. C’est pourquoi :

 .

Mais remarquons qu’à chaque sommet la 
somme des angles des triangles sphériques 
vaut 2π. Donc 4π = 2Sπ – F π. 

Le triangle sphérique 
d’angles a, b, g et d’aire T
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Voyons que cette somme est la somme des 
manques. En effet, pour chaque sommet 
on a compté un angle de 2π : cela revient à 
considérer qu’on a déplié le polyèdre sur un 
plan comme pour le cube déplié à la page 13. 
Maintenant, quelle est la somme totale des 
angles du polyèdre déplié? Comme le polyèdre  
est formé de triangles plans et comme la 
somme des angles de chaque triangle plan 
est de π, la somme totale des angles du 
polyèdre est de F π, puisqu’on a F triangles. 
Donc 2Sπ – F π représente bien la somme 
des manques et on a bien montré la loi de 
Descartes :

                    4π = 2Sπ – F π  .                      

De la formule de Descartes  
à la formule d’Euler
On y est presque. Puisque toutes les faces 
sont des triangles, chaque face a 3 arêtes et 
chaque arête est partagée par 2 faces, d’où :

 ,  

ce qui donne 2A = 3F ou encore :

 2A – 2F = F. 

En divisant la loi de Descartes par π, on a 
donc :

4 = 2S – F = 2S –(2A – 2F ) = 2(S – A + F ), 

qui est la formule d’Euler!                         

Le cas général 
Bien sûr on a montré les formules d’Euler 
et de Descartes seulement dans le cas de 
polyèdres à faces triangulaires inscrits 
dans la sphère. Le cas général n’est pas 
beaucoup plus difficile. Regardons la  
formule d’Euler : Si on divise un polygone à 
n côtés en triangles, on a ajouté un sommet, 
n – 1 faces (car on en avait une et on en a 
maintenant n) et n arêtes. Donc le nombre 
S – A + F n’a pas varié, car on lui a ajouté  
1 – n + (n – 1) = 0. 

Si on a un polyèdre quelconque, on peut le 
déformer en étirant ses sommets jusqu’à ce 
qu’ils soient sur la sphère. On peut faire de 
même avec les sommets artificiels obtenus 
par division des polygones en triangles : on 
peut aussi étirer le sommet central jusqu’à 
ce qu’il soit sur la sphère. En jouant avec ces 
idées, on peut se convaincre que la formule 
d’Euler est vraie pour un polyèdre quelconque. 
Quant à la formule de Descartes, on peut la 
déduire de la formule d’Euler en faisant le 
chemin inverse du chemin parcouru pour 
montrer la formule d’Euler. Nous laissons les 
détails comme exercice.

La synthèse de fullerènes  
et de nanotubes de carbone  
dans un four solaire.
Pour la synthèse des fullerènes une des méthodes expérimentales 
est de vaporiser un mélange de poudre de graphite au foyer d’un 
four solaire. De telles expériences ont été menées à Odeillo avec un 
petit four solaire de 2kW et non le gros four décrit dans le volume 2,  
hiver-printemps d’Accromath. Environ 20 % des molécules de 
graphite sont transformées en fullerènes. On obtient 70 % de C60, 
30 % de C70 et des traces de plus gros fullerènes. 

Si on veut obtenir plutôt des nanotubes de carbone, on utilise le 
même genre de procédé mais on ajoute des catalyseurs à la pou-
dre de graphite.

Division d’un polygone en triangles
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Seconde partie de la disme 
De l’opération

Proposition 1, de l’addition
Étant donné des nombres de disme à 
ajouter : Trouver leur somme.

Explication du donné :
Il y a trois nombres de disme; desquels le 
premier , le deuxième 
 et le troisième  
875     7      8      20 1 2 3 .

Explication du requis :
Il nous faut trouver leur somme. 

Construction :
On mettra les nombres donnés en ordre 
comme ci-joint, les ajoutant selon  
la vulgaire manière  
d’ajouter des  
nombres entiers  
en cette sorte.

			   0	 1	 2	 3 
		  2	 7	 8	 4	 7 
		  3	 7	 6	 7	 5 
	 8	 7	 5	 7	 8   2 
	 9	 4	 1	 3	 0	 4
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de travailler au service des finances de Bruges.  
Il fut précepteur de Maurice de Nassau, 
prince d’Orange. En 1593, il devint intendant 
général des armées néerlandaises et fonda en 
1600 l’école de génie rattachée à l’Université 
de Leyde. Il a également inventé une méthode 
pour retenir une armée d’envahisseurs : il fit 
inonder les terres et chemins en ouvrant les 
écluses situées dans une digue. Les Néer-
landais se sont souvenus de cette méthode 
lorsque les Allemands envahirent les Pays-Bas  

Simon Stevin est né à Bruges en 1548, mais il passa la majeure partie de sa vie aux Pays-Bas,  
où il mourut en 1620. Comme plusieurs mathématiciens de son époque, il s’intéressait à toutes sortes 
de sujets.  Contemporain de Galilée, il a, tout comme celui-ci, contribué à la naissance d’une nou-
velle discipline scientifique, la mécanique. Avec Rheticus et Kepler, il fut l’un des premiers à publier 
une défense du système copernicien. Il a entre autres publié un volume de géométrie, Problematum 
geometricum, un Pratique d’arithmétique et son célèbre Statique. Finalement, il a écrit un livre sur la 
musique, bien qu’il n’emploie pas le mot musique mais plutôt le terme chanter, Vande spiegheling der 
singconst, « Sur la théorie de l’art de chanter »; cet ouvrage est resté un manuscrit jusqu’à sa parution 
à Amsterdam en 1884 et il y expose sa façon de construire la gamme tempérée.Simon Stevin

1548-1620

André Ross 
 Cégep de Lévis-Lauzon

durant la seconde guerre mondiale. Il participa  
également à la construction de fortifications, 
de ports, d’écluses et de moulins à vent.

Son travail de comptable l’avait certainement 
sensibilisé à l’importance d’un bon système 
de numération (écriture des nombres), ce 
qui lui permit de comprendre clairement la 
notion de nombre décimal et les avantages 
de la numération décimale. Jusqu’à cette 
parution, les nombres rationnels étaient 
écrits en juxtaposant leur partie entière et 
une fraction. Ainsi, on écrivait 6 3/4 au lieu 
de 6,75. Les procédures de calculs sur des 
nombres comportant une partie fraction-
naire étaient compliquées. Par exemple, pour 
l’addition, il fallait faire une mise au même 
dénominateur. L’encadré ci-contre est une 
reproduction d’un exemple de la Disme sur 
la procédure d’addition des nombres déci-
maux. Cependant, la notation de Stevin pour 
la partie décimale d’un nombre n’avait pas la 
simplicité de celle utilisée de nos jours. Ainsi, 
il notait :

54     2      3 10 1 2 3

ce que nous notons :

54,231

Il communiqua ses réflexions sur ce sujet 
dans Tafelen van interest (tables d’intérêt) en 
1582, Pratique d’arithmétique en 1585 et un 
petit texte de trente-six pages, La Theinde, 
publié la même année en français sous le titre  
La Disme. Cette partie présentait son système 
de notation et expliquait comment effectuer les 
quatre opérations sur les nombres décimaux. 

Simon Stevin
M
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différence peut être rendue aussi petite que 
l’on veut. Le centre de gravité du triangle est 
donc sur cette médiane. En procédant de la 
même manière, il obtient que le centre de 
gravité est sur chacune des médianes et se 
situe donc au point de rencontre de celles-ci. 

Hydrostatique 
Stevin s’est intéressé à l’hydrostatique et a 
redécouvert le principe des vases communi-
cants. Il a étudié la force qu’exerce un liquide 
sur une surface. Cette force est le produit 
de la pression en un point par l’aire de la  
surface. Or, la pression en un point ne 
dépend que de la hauteur et de la nature du 
liquide. Elle est indépendante de la forme du  
contenant. Ce résultat, 
contraire à l’intuition et 
que l’on désigne par para-
doxe hydrostatique, est à 
la base du fonctionnement 
des presses hydrauliques. 

Simon Stevin  |  André Ross • Cégep de Lévis-Lauzon

Cette traduction contribua à l’instauration 
du système décimal et à l’utilisation des frac-
tions décimales dans toute l’Europe. Une des 
retombées de l’implantation de l’écriture 
décimale des nombres a été l’apparition de

nouveaux objets mathématiques, les nombres 
périodiques qui se répètent indéfiniment :

4/11 = 0,36363 ...

et des nombres décimaux dont la partie  
décimale est infinie, non périodique et qui 
donne des résultats surprenants :

0,9 + 0,09 +0,009 + ... = 0,999... = 1. 

Stevin a apporté des contributions au déve-
loppement du calcul différentiel et intégral 
en s’intéressant plus particulièrement aux 

centres de gravité et à 
la pression exercée par 
l’eau sur un barrage.  
Il a démontré, dans 
un ouvrage intitulé 
Statique et publié en 
1586, que le centre de 
gravité d’un triangle 
est sur les médianes du  
triangle. Pour ce faire, 
il pave un triangle 
quelconque de paral-
lélogrammes inscrits 

ayant même hauteur et dont deux des côtés 
sont parallèles à une médiane du triangle. 

Selon un résultat d’Archimède sur les figures 
ayant une symétrie bilatérale, le centre de 
gravité de chacun de ces parallélogrammes 
est sur une médiane du triangle, puisque 
cette droite passe par le milieu des côtés 
opposés de chacun des parallélogrammes. Si 
on augmente le nombre de parallélogrammes 
inscrits, on diminue la différence entre le  
triangle et les figures inscrites. Cette  

Simon Stevin

A

B

C

A

B

C

D

A

B

C

La force exercée par la pression est la 
même dans chacun des contenants.
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Force exercée sur un barrage
Le problème du calcul de la force exercée par 
l’eau sur un barrage a rendu Stevin célèbre. 

Pour déterminer cette force, Stevin imagine 
que le barrage est un carré unitaire divisé 
en bandes horizontales de même dimension, 
et compare cette force à celle exercée sur 
un carré unitaire immergé horizontalement 
à une profondeur unitaire (disons, en unités 
modernes, un carré de 1 m par 1 m immergé 
horizontalement à une profondeur de 1 m). 
Il étudie d’abord le problème en divisant son 
barrage en quatre bandes. Il considère que 
chacune des bandes subit une rotation de 
90° autour de sa partie supérieure. 

La bande du haut 
est alors à la surface 
de l’eau et ne subit 
aucune pression. L’aire  
de la seconde bande 
est 1 × 1/4 et la colon- 
ne de liquide qui la 

surplombe est le quart de celle sur le carré 
unitaire immergé horizontalement. Puisque 
la pression est proportionnelle à la hauteur 
du liquide, la force exercée sur cette bande 
est 1 × 1/4 × 1/4. L’aire de la troisième bande 
est 1 × 1/4 et elle est à une profondeur de 
2/4. La force exercée est 1 × 1/4 × 2/4. La 
quatrième bande est à une profondeur de 3/4 
et la force exercée est 1 × 1/4 × 3/4. La force 
totale exercée est alors :

Il imagine par la suite  
que chacune des bandes  
subit une rotation 
de 90° autour de sa 
partie inférieure et 
détermine que la force 
exercée sur les bandes 
est alors :

Il obtient donc que la force exercée sur le 
barrage est comprise entre 6/42 et 10/42 de 
celle supportée par le carré unitaire immergé 
à une profondeur unitaire. Il obtient donc 
une borne inférieure et une borne supérieure 
de la force exercée sur le barrage comparée à 
celle du carré unitaire immergé. Il généralise 
alors ce résultat en considérant que le  
barrage est divisé en n bandes et obtient que 
la borne inférieure de la force exercée est :

 

En imaginant que les bandes subissent une 
rotation par rapport à leur partie inférieure, il 
détermine la borne supérieure suivante :

 

La limite de chacune de ces sommes lorsqu’on 
augmente le nombre de bandes, soit lorsque 
n tend vers l’infini, est égale à 1/2. 

En conclusion, la force exercée par l’eau sur 
un carré unitaire en position verticale et dont 
l’un des côtés est à fleur d’eau est la moitié 
de celle exercée sur un carré unitaire en  
position horizontale et immergé à une  
profondeur unitaire. Il existe sans doute très 
peu de barrages dont la surface est un carré 
unitaire. Stevin obtient cependant, à partir de 
cette représentation simplifiée, un résultat  
qui est un premier pas dans le développe-
ment d’une méthode générale. 

1

1
1/4

1/4

1/4

1/4
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On peut reconnaître dans la démarche de 
Stevin certaines caractéristiques essentielles 
du calcul intégral, et ce, en 1586, cent ans 
avant les travaux de Newton et de Leibniz. 
Sa démarche lui permet de déterminer une 
borne inférieure et une borne supérieure de la  
pression exercée et de considérer le passage 
à la limite. C’est ce que l’on fait en calculant  
l’aire sous une courbe en considérant des  
rectangles inscrits et des rectangles circonscrits.

Composantes d’une force
En se fondant sur l’impossibilité du mouve-
ment perpétuel, Stevin a développé la notion 
de parallélogramme de forces. Grâce à cette 
notion, on peut analyser l’action de forces 
non parallèles, ce qui était impossible avant 
Stevin. Celui-ci utilisa la représentation  
ci-dessous pour faire ce raisonnement. Dans 
ce montage, si la composante de la force 
de gravité parallèle à la surface n’était pas 
la même des deux côtés, le collier serait en  
mouvement perpétuel, si le frottement est 
négligeable. Puisque ce mouvement est 
impossible, il faut que ces composantes soient  
égales pour que le système demeure immobile. 

La force exercée par la gravité sur  chacun des 
côtés dépend du nombre de billes sur ce côté. 
Or, puisque le nombre de billes est propor-
tionnel à la longueur des côtés, la condition  
d’équilibre est F (a) × AB = F (b) × AC, d’où :

F
F

AC
AB

( )

( )

α
β

= ,

où F (a) est la composante de la force sur une 
bille lorsque le plan est incliné d’un angle a, 
et de même pour F (b). La trigonométrie des 
triangles permet d’écrire :

AD = AB sin a = AC sin b
 
d’où l’on tire      .

Les composantes des forces satisfont alors la 
condition :

Ce résultat est identique à ce que l’on obtient 
par les méthodes vectorielles modernes. 

Si b = 90˚, puisque sin b = sin 90˚ = 1,  
la condition d’équilibre est :

AB sin a = AD

On peut donc conclure que la composante 
verticale de la force exercée par la gravitation 
sur les billes du côté AB est proportionnelle à 
la longueur du côté AD. La figure ci-contre  
aurait été gravée sur la pierre tombale de Stevin.

Dans son étude des forces, Stevin invente 
la notation  pour désigner une force, 
une notation que l’on utilise encore dans la 
représentation des vecteurs. Par ses travaux,  
Stevin a contibué de façon remarquable  
au développement de la physique moderne. 
Ceux sur l’hydrostatique 
lui ont valu auprès de 
ses contemporains le 
surnom d’Archimède  
moderne.

Simon Stevin  |  André Ross • Cégep de Lévis-Lauzon
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Yannick (réfléchit) 
Bien... si j’essaie avec ma calculatrice de 
prendre la racine carrée de –1, il m’apparaît 
aussi un message d’erreur. Je dirais donc 
qu’extraire la racine des nombres négatifs est 
également interdit.

Annick 
Attends, je me souviens avoir entendu qu’on 
pouvait extraire la racine carrée de –1.

Yannick 
Voyons, c’est sûrement impossible. Connais-tu  
un nombre qui multiplié par lui-même donne –1?  
C’est impossible, parce que deux nombres 
négatifs multipliés ensemble donnent un 
positif, et deux nombres positifs multipliés 
ensemble donnent également un positif.

Annick 
D’accord, mais je pense qu’on peut quand 
même s’en servir. Si on calcule les zéros de 
la parabole y = x 2 + 4, on trouve ( ) et 
( ). En supposant que   existe, on 
voit qu’on aurait bien . Et, si 
j’entre cette valeur dans mon équation, je 
trouve bien : 

.

Et, ce serait pareil pour . Contrairement  
à la division par zéro, on n’obtient pas 
quelque chose de bizarre comme 3 = 1. Ça ne 
me semble pas incohérent.

Yannick 
Peut-être, mais comme je viens de le dire, 

 ne peut être ni un nombre négatif,  
ni un nombre positif. C’est quoi, alors?

Annick et Yannick, à la cafétéria, 
discutent de leurs cours du matin.
Yannick 
Alexandra m’a expliqué pourquoi la calcula-
trice indique une erreur lorsqu’on veut diviser 
par zéro.

Annick 
Ah oui? Et pourquoi?

Yannick 
Regarde. Tu seras d’accord avec moi pour dire 
que 2 × 0 = 1 × 0. Donc, si je peux diviser par 
0 des deux côtés, j’obtiens que 2 = 1. On peut 
répéter le processus pour n’importe quelle  
paire de nombres, par exemple on peut écrire 
3 × 0 = 1 × 0 et on obtient 3 = 1. Si la division  
par zéro était possible, tous les nombres 
entiers seraient égaux, ce qui n’a pas de sens.

Annick 
Tu dis donc que, pour avoir un système de 
nombres qui a du sens, les mathématiciens 
ont tout simplement interdit la division par 
zéro?

Yannick
Exactement!

Annick 
Y a-t-il d’autres opérations, comme celle-là, 
qui sont interdites?

Pourquoi interdit-on  
la division par zéro alors 
qu’on accepte d’extraire  

la racine carrée  
d’un nombre négatif?

Jérôme Fortier  
  Université Laval
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      complexes            quand l’imaginaire 
           transcende le réel
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Annick
Il faut peut-être inventer un autre ensemble  
de nombres qui ne soient ni négatifs ni positifs.

Yannick 
On n’a pas le droit d’inventer des nombres! 
Les nombres existent, c’est tout.

Annick
Vraiment? Et quand dans ta vie as-tu vu un 
nombre négatif? Un objet qui mesure –5 m, 
ça n’existe pas, et ça ne nous gêne pas pour 
autant.

Yannick 
Une température de –5 degrés, ça existe.

Annick
Pas vraiment, –5 degrés Celsius n’est qu’une 
notation pour dire 268 degrés Kelvin, ce qui 
est loin d’être un nombre négatif.

Yannick
Je continue de croire que −4  ne se peut pas.

Annick
Allons voir Alexandra, elle va nous le dire!

Plus tard, au bureau d’Alexandra, 
la prof de maths.

Annick 
Alexandra, on voudrait savoir si on a le droit 
d’extraire la racine carrée des nombres négatifs.

Alexandra
Non seulement on a le droit, mais je suis 
très surprise que vous vous soyez posé une 
question comme celle-là, parce qu’il existe 
une théorie très riche derrière les racines des 
nombres négatifs. On appelle ça les nombres 
complexes.

Yannick 
On a donc le droit d’inventer des nombres qui 
ne sont ni négatifs ni positifs?

Les nombres complexes  |  Jérôme Fortier • Université Laval

Les nombres
      complexes            quand l’imaginaire 
           transcende le réel

Alexandra 
Bien sûr. D’ailleurs, les nombres tels qu’on les 
utilise maintenant sont le fruit d’une évolution.  
Ainsi, les nombres négatifs n’étaient pas 
nécessaires tant que les activités mathé-
matiques se restreignaient à la géométrie et 
que les sociétés utilisaient le troc dans leurs 
échanges commerciaux.

Yannick 
Donc, si je comprends bien, avant l’invention 
du commerce à crédit on n’avait pas besoin 
des nombres négatifs. Mais, à cause de 
l’émergence de nouveaux besoins, il a fallu 
introduire de nouveaux nombres?

Alexandra
C’est à peu près cela. 

Annick
Tu vois! Je te l’avais dit qu’on pouvait inventer 
des nombres. Et les fractions, est-ce qu’elles 
répondaient aussi à un besoin?

Les nombres rationnels
La définition généralement acceptée des nombres rationnels est 
la suivante.

On remarque que l’on a posé a ∈ , ce qui nous donne le droit 
d’inclure le zéro et les nombres négatifs au numérateur, mais b > 0,  
ce qui empêche la division par zéro et la répétition du signe ‘–’ en 
haut comme en bas.

On a de plus une propriété très importante: le plus grand commun 
diviseur entre deux nombres doit être égal à 1. Ceci afin que l’on 
considère que, par exemple, 3/6 et 1/2 ne sont pas deux nom-
bres distincts. En fait, on sait que l’on peut toujours ramener une  
fraction à sa forme irréductible, auquel cas on aura pgcd(a, b) = 1.  
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Annick 
Avaient-ils tort de penser ça?

Alexandra 
Eh bien oui! Par exemple, si je trace un trian-
gle rectangle avec les deux côtés de longueur  
1 cm. Quelle est la longueur de l’hypoténuse?

Yannick 
Facile! C’est le théorème de Pythagore, qui 
nous dit que l’hypoténuse mesure  cm.

Alexandra
Oui! Cependant, les Grecs ont montré  
que  n’était pas un nombre rationnel,  
c’est-à-dire qu’il n’existe pas d’entiers a et b 
tels que a/b =  (voir encadré). L’avènement 
de l’écriture décimale des nombres a permis 
de déterminer une caractéristique des nom-
bres rationnels. Ils ont une écriture décimale 
finie ou une écriture périodique, c’est-à-dire 
une certaine séquence de chiffres qui se 
répète indéfiniment. Par exemple : 

; etc. 

Le nombre  ne peut pas s’écrire avec une 
période. On dit qu’il a un développement  
décimal illimité non-périodique.

DossierNombres

Alexandra
Pythagore et ses disciples admettaient sans 
problème l’existence des nombres rationnels 
positifs. Pour eux, ces nombres étaient le reflet  
d’une relation entre les dimensions des objets. 

Par exemple, si on prend une droite d’une 
longueur donnée et qu’on la coupe en  
deux, les pythagoriciens croyaient que l’on 
pouvait toujours décrire la relation entre ces  
longueurs par un rapport de nombres entiers 
positifs, c’est-à-dire un nombre rationnel 
positif, comme on le dit aujourd’hui.

Né en 580 av. J.-C. sur l’île 
de Samos, Pythagore était 
un philosophe, astronome 
et mathématicien de la 
Grèce antique. On dit qu’il serait l’un des fon-
dateurs de la philosophie, dont il aurait inventé 
le nom. Il aurait également inventé les gammes 
musicales, étant le premier à s’intéresser au lien 
entre les sons et les nombres.

Pythagore avait fondé une école à Crotone, l’école des pythagoriciens, où les étudiants devaient se conformer à 
un style de vie strict, pour pouvoir profiter de sa sagesse, à la manière d’une secte.

En mathématiques, Pythagore s’est intéressé principalement à la géométrie et à la théorie des nombres, ainsi 
qu’au lien entre les deux. En Occident, on lui a longtemps attribué le fameux « théorème de Pythagore » bien que 
celui-ci était, semble-t-il, déjà connu des Babyloniens près de 2000 ans avant Jésus-Christ.

Pythagore
580 – 490 av. J.-C.

L’irrationalité de  
Avec les notations d’aujourd’hui, la preuve de l’irrationalité de  va 
comme suit. On procède par l’absurde, en supposant que  est rationnel, 
ce qui entraîne une contradiction. Supposons qu’il existe a et b entiers, avec  
pgcd(a, b) = 1, tels que a/b = . Après quelques manipulations, on trouve 
que a² = 2b². Donc, a² est pair car il est le double de b². Il s’ensuit que a est 
également pair, car un impair au carré donnerait un impair.

Le nombre a est donc le double d’un autre nombre entier, ce qui s’écrit a = 2k  
pour un certain nombre entier k. En remplaçant a par 2k dans l’équation  
a² = 2b², celle-ci devient :

 (2k)² = 2b² d’où l’on a que 4k² = 2b² et finalement que 2k² = b². 

Donc, b² est, lui aussi, pair, et alors b également. On a donc trouvé que a et b 
étaient tous deux divisibles par 2, ce qui est une contradiction, car on a posé 
que pgcd(a, b) = 1. On doit donc conclure que  n’est pas rationnel.



23

Vo
l. 

2 
• 

ét
é 

– 
au

to
m

ne
 2

00
7

Annick 
Comme π?

Alexandra 
En effet! La découverte de tels nombres, que 
l’on appelle maintenant irrationnels, était 
très troublante à l’époque de Pythagore, 
et ce fut la cause d’une grande crise parmi 
les géomètres, entre ceux qui admettaient 
l’existence de ces nombres, et ceux qui  
refusaient de l’admettre. De nos jours, on n’a 
aucune difficulté à admettre l’existence des 
irrationnels, et l’ensemble que l’on appelle 
les nombres réels (noté ) est composé de  
l’union entre les rationnels et les irrationnels.

Annick 
Et les nombres complexes dans tout ça… 
c’est quoi?

Alexandra 
Dans des problèmes de géométrie, les Grecs 
ont  été confrontés à des solutions irratio-
nnelles. Nous, en cherchant les zéros de 
polynômes, on est tombés sur des solutions 
qui ne sont pas des nombres réels, c’est-à-dire,  
des racines de nombres négatifs. Comme 
les pythagoriciens, on peut prétendre que 
ces solutions n’ont aucun sens et arrêter 
notre questionnement, ou bien (et c’est ce 
qu’on préconise en mathématiques) on peut 
s’interroger sur ce que sont ces nouveaux 
objets, étudier leur comportement et leurs 
applications. En fait, on s’est rendu compte 

Les nombres complexes  |  Jérôme Fortier • Université Laval

Comportement des nombres complexes
On définit l’ensemble des nombres complexes .
On peut additionner, soustraire, multiplier et diviser ces nombres, de la même  
façon que les calculs sont faits dans . 
Voici un exemple d’addition : 

(4 – i ) + (3 +7i ) = 4 – i + 3 + 7i = (4 + 3) + (–1 + 7)i = 7 + 6i.
Pour la multiplication, rappelons que i 2 = –1, on obtient : 
	(2 – 3i )(1 + i ) = 2(1 + i ) – 3i (1 + i ) = 2 + 2i –3i – 3i 2 = 2 + 2i –3i + 3 = 5 – i.
Pour une représentation géométrique de , la droite des nombres réels ne suffit 
plus, car i n’est ni un nombre réel positif ni un nombre réel négatif. Où se trouvent 
alors les nombres imaginaires? Tout simplement, à côté des réels! Au lieu de repré-
senter les nombres sur une droite, la droite réelle, on les représente dans un plan, 
dont les nombres réels forment l’axe des réels, et l’autre axe est engendré par i,  
perpendiculairement à l’axe réel. On l’appelle l’axe des imaginaires. On peut alors si-
tuer tout nombre x + yi dans le plan comme le point (x, y).

qu’il suffisait de définir un seul nouveau 
nombre, qu’on appelle le nombre imaginaire 
(je vous laisse deviner pourquoi) et qui vaut 

. On le note généralement i. Ensuite, 
disons qu’on s’intéresse à la valeur de ; 
on peut utiliser les règles habituelles sur les 
racines et les exposants, et on a :

  .

Yannick
C’est bien beau de s’inventer des nombres 
comme ça, mais à quoi ça sert?

Alexandra 
Je pense qu’il vous manque un peu de 
bagage mathématique pour vous convain-
cre aujourd’hui de l’utilité des nombres  
complexes, mais brièvement, je peux dire que 
la théorie des ondes, si utile pour vos MP3, 
est basée sur les nombres complexes. Les 
applications sont nombreuses, parce que ces 
nombres fonctionnent bien, et on ne peut 
pas nier leur existence en tant que pur objet 
mathématique, même si, comme pour les 
nombres négatifs, on ne peut pas directement 
les voir en se promenant dans la forêt. Il ne 
faut jamais oublier que les nombres, autant 
les nombres réels que les nombres imagi-
naires, ont été inventés par les hommes pour  
comprendre le monde.

Annick 
Et qui a dit que l’imaginaire devait être 
absurde?
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une contrée lointaine devait pouvoir écrire 
les quantités par une méthode plus souple 
que les entailles sur un os. Son besoin était 
d’indiquer, à la personne qui devait recevoir 
les marchandises, quelles quantités avaient 
été expédiées. Il fallait alors consigner des 
quantités plus importantes que le nombre de 
têtes dans un troupeau.

Pour simplifier l’écriture, compter est alors 
devenu synonyme de regrouper. Au lieu d’avoir  
un trait associé à chacun des objets, on a 
développé des symboles pour désigner des 
regroupements comportant une quantité fixe 
d’objets. On fait encore cela de nos jours en  
disant, par exemple, trois douzaines, c’est-à-dire  
trois paquets de douze. Il suffisait alors 
d’avoir un symbole pour écrire combien de 
regroupements (douzaines) étaient expédiés. 

Annick  
Le zéro est apparu avec ces systèmes?

Alexandra
L’invention du zéro est venue avec l’apparition 
de systèmes d’écriture des nombres dans 
lesquels la valeur d’un symbole (chiffre) 
dépendait de sa position dans l’écriture du 
nombre. Le rôle du zéro s’est d’abord limité 

Ce matin-là, en entrant en classe.
Yannick  
Bonjour Alexandra. Ce que tu nous as dit 
l’autre jour sur la création des ensembles de 
nombres nous a intrigué.

Alexandra  
Bonjour vous deux. Qu’est-ce qui vous intrigue?

Annick  
Comment et pourquoi les nombres ont-ils 
été inventés? 

Alexandra  
Au début, il s’agissait surtout de garder 
mémoire des biens que l’on possédait. Le 
berger, pour garder mémoire du nombre 
de moutons dans son troupeau, pouvait se  
contenter de faire des entailles sur un bois de 
rennes ou sur un os. 

Annick  
Pour compter ses moutons, les nombres 
naturels suffisent. 

Alexandra
Effectivement, les nombres

1, 2, 3, 4, ... 

suffisent pour dénombrer des objets. C’est  
peut-être pour cela qu’on les appelle naturels.

Annick  
Et les autres ensembles de nombres?

Alexandra
Avant l’invention de la monnaie, c’est par le 
troc que se faisaient les échanges commer-
ciaux. Le marchand qui confiait des biens à 
un chef de caravane pour les transporter dans 

André Ross  
 Cégep de Lévis-Lauzon
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Les nombres :  
   des créations successives
Intrigués par leur dernière conversation  

avec Alexandra, Annick et Yannick  
veulent en savoir plus  

sur les ensembles de nombres.
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à marquer une position libre dans l’écriture 
d’un nombre pour éviter toute ambiguité. 
Ainsi, quand on écrit 705, le zéro indique qu’il 
n’y a pas de dizaines. La valeur est indiquée 
à la fois par les chiffres utilisés et la position 
qu’ils occupent.

Yannick  
Comment sont apparus les symboles qu’on 
utilise pour écrire les nombres? 

Alexandra  
Ces symboles ont été développés aux Indes et 
leur graphisme a évolué au cours des siècles 
pour donner les symboles modernes.

Annick  
Les nombres entiers sont donc venus après 
les naturels?

Alexandra  
Non, les nombres qui ont été développés  
après les naturels sont les nombres rationnels 
positifs. Comme je vous l’ai déjà dit, Pythagore 
utilisait les nombres pour décrire les relations 
entre les objets de même nature. 

Yannick  
Je ne vois pas très bien comment on peut 
utiliser les nombres pour décrire des relations 
entre des objets.

Alexandra  
Pour les pythagoriciens, la longueur, la surface,  
le solide, l’espace et le temps étaient cons-
titués de grains indivisibles. Il leur semblait 
donc toujours possible de trouver une com-
mune mesure à deux objets de même nature, 
c’est la théorie de la commensurabilité.

Yannick  
Qu’est-ce que cela veut dire?

Alexandra  
La commune mesure de deux objets est un 
objet de même nature qui permettait d’établir 
les relations entre ces objets sous forme d’un 
rapport de deux entiers, ce que l’on appelle 
de nos jours un nombre rationnel. Suppo-
sons, par exemple, que je dessine trois tri-
angles semblables. 

 

A
B

C

A
B

Les ensembles de nombres | André Ross • Cégep de Lévis-Lauzon

Dans cette illustration, le triangle C est une 
commune mesure des triangles A et B. En 
effet, je peux le reproduire un nombre entier 
de fois dans les deux autres triangles : quatre 
fois dans le triangle B et neuf fois dans le 
triangle A. La commune mesure donne donc 
deux nombres naturels et on peut exprimer le 
rapport des surfaces par le rapport entre les
mesures de celles-ci, ce qui  
donne le nombre rationnel  
9/4. Les trois côtés du  
triangle C donnent trois  
unités de mesure  
différentes et la  
comparaison avec ces  
mesures des côtés  
correspondants dans  
les deux autres triangles 
donne toujours le même  
couple de nombres  
3 et 2. 

Annick  
C’est ce que l’on voit  
dans l’étude des triangles semblables.

Alexandra  
Tout à fait, mais on a abandonné la théorie  
de la commensurabilité.

Annick  
Pourquoi?

Alexandra  
Les pythagoriciens eux-mêmes s’étaient  
rendus compte que cette théorie était fausse.

Annick  
Comment?

Alexandra  
Parce qu’ils s’étaient rendus compte qu’il est 
impossible de trouver une commune mesure 
à la diagonale et au côté d’un carré. Ce qui 
signifie qu’il est impossible d’exprimer le rap-
port entre la diagonale et le côté du carré par 
deux nombres naturels. (voir démonstration 
moderne dans l’article de Jérôme Fortier p. 22).

Yannick
Et les entiers?

Alexandra 
Les nombres entiers sont :

0, ±1, ±2, ±3, …

Le mathématicien Indien Brahmagupta, au 
VIIe siècle après J-C, a expliqué comment 
manipuler ces nombres en ayant recours à 
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des exemples relevant de la finance. Dans ses 
explications, un nombre positif représente 
un bien et un nombre négatif représente une 
dette. Il indique, par exemple, que zéro moins 
un bien est une dette. 

Yannick  
Ses contemporains devaient donc savoir ce 
qu’était une dette.

Alexandra 
Oui, Brahmagupta semble avoir été un fin 
pédagogue.

Annick  
Mais, le zéro était quand même plus ancien 
que cela!

Alexandra 
Comme symbole, le zéro existait avant cela 
en effet. Brahmagupta en a fait un nombre 
comme les autres en indiquant comment 
l’utiliser dans les opérations. 

Annick  
Si je comprends bien, c’est à partir du moment 
où on a pu les inclure dans des opérations 
que zéro et les entiers négatifs ont été consi-
dérés comme des nombre à part entière.

Alexandra
C’était un premier pas. Cependant, le fait de 
pouvoir effectuer des opérations et l’analogie 
des biens et des dettes n’étaient pas  
suffisants, reconnaître les entiers négatifs 
comme des nombres n’allait pas de soi.

De nos jours, pour arriver à développer une 
conception claire de ces nombres, on utilise 
parfois une droite numérique comme sup-
port à l’apprentissage de ces nombres et pour 
faire comprendre ce qui se passe lorsqu’on 
additionne un nombre négatif, par exemple. 
 

DossierNombres

Brahmagupta
Brahmagupta est l’un des plus importants mathématici-
ens tant de l’Inde que de son époque. Il a dirigé l’observatoire 
astronomique d’Ujjain, ville qui était au VIIe siècle un centre  
majeur de recherches en mathématique. Il a laissé deux ouvrages 
majeurs : le Brâhma Siddhânta (628) et le Khandakhâdyaka (665).

C’est dans son premier ouvrage qu’il définit le zéro en décriv-
ant les résultats d’opérations avec ce nombre et en décrivant les 
règles d’opérations sur les nombres positifs et négatifs. Dans cette 
description, un nombre positif est appelé un « bien » et un nombre 
négatif est une « dette ».

•	 Une dette moins zéro est une dette. 
•	 Un bien moins zéro est un bien. 
•	 Zéro moins zéro donne zéro. 
•	 Une dette retranchée de zéro est un bien. 
•	 Un bien retranché de zéro est une dette. 
•	 Le produit de zéro par lui-même est nul. 
•	 Le produit ou le quotient de deux biens est un bien. 
•	 Le produit ou le quotient de deux dettes est un bien. 
•	 Le produit ou le quotient d’un bien par une dette est une dette. 
•	 Le produit ou le quotient d’une dette par un bien est une dette.

Par cette description, Brahmagupta faisait du zéro un nombre 
à part entière, lui qui jusqu’alors n’avait servi qu’à indiquer une 
place libre dans les systèmes de numération. Il donnait de plus 
des règles correctes sur les signes lors d’opérations entre entiers 
relatifs (profits et pertes). 

Il s’est cependant trompé en tentant de 
définir la division par 0 et en donnant  
zéro comme résultat de la division de 
0 par 0. 

Brahmagupta a montré que l’aire du 
quadrilatère inscrit dans un cercle et 
de côtés a, b, c et d est donnée par :

,

où p est le demi-périmètre, soit  

.

Brahmagupta a ainsi généralisé la  
formule de Héron d’Alexandrie qui donne 
l’aire d’un triangle dont les longueurs 
des trois cotés sont connues. 
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Yannick 
Oui, je me souviens et on peut représenter les 
nombres rationnels en les intercalant entre 
les nombres entiers.

 

On peut alors associer un nombre à chacun 
des points de la droite.

Alexandra
L’ensemble des rationnels n’est pas suffisant 
pour faire cela.

Yannick 
Pourquoi dis-tu cela?

Alexandra
Supposons qu’en prenant le segment allant 
de 0 à 1 comme base, je construis un carré. 
La longueur de la diagonale est alors . En 
utilisant un compas, je reporte cette longueur 
sur la droite horizontale. 

Annick
Oui, c’est ce que tu expliquais l’autre fois, la 
longueur du segment est 2 , mais on ne 
peut lui associer un nombre rationnel. Il y a 
donc d’autres nombres que les entiers et les 
rationnels.

Les ensembles de nombres | André Ross • Cégep de Lévis-Lauzon

Nombres complexes et électricité
C’est vers 1890 que l’ingénieur américain d’origine allemande Charles 
Steinmetz eut l’idée d’utiliser les nombres complexes dans la description  
et l’analyse des circuits à courants alternatifs. Il a démontré comment  
ces nombres pouvaient être utilisés pour prédire facilement le  
comportement des courants alternatifs dans les circuits. Il a ainsi  
facilité les développements que la science de l’électricité et de l’élec-
tronique ont connues depuis. En 1889, trois ans après son arrivée aux 
États-unis, Steinmetz a formulé la loi de l’hystérésis, permettant aux 
ingénieurs en électricité de calculer et de réduire les pertes d’énergie 
des moteurs, des générateurs et des transformateurs. À cette époque, 
la production d’énergie publique devenait réalité. Pour en développer 
les applications et résoudre les problèmes techniques, il a fallu recourir  
au traitement mathématique de l’ingénierie électrique.

Yannick
Je me souviens! Tu nous avais expliqué que les 
nombres qui ne contiennent aucune période 
dans leur développement décimal ne peuvent  
s’exprimer comme un quotient de deux 
entiers et on les appelle des irrationnels. 

Annick 
Qui réunis aux rationnels forment l’ensemble 
des nombres réels.

Alexandra
Bravo!

Yannick
Et après sont apparus les nombres com-
plexes, que l’on ne peut concevoir comme 
des longueurs sur une droite mais comme 
des vecteurs et auxquels on a trouvé des 
applications en physique.

Alexandra
Encore bravo!

Annick
Finalement, le concept de 
nombre a évolué en fonction  
des utilisations qu’on en 
faisait.

Alexandra
Oui. 

Annick
J’aimerais qu`à un autre  
moment tu nous parles des  
bases des systèmes de  
numération. 
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Sans boule de cristal pour prédire 
l’avenir, la théorie des probabilités 

s’avère un outil précieux. 
Dans un article intéressant paru dans La 
Presse du 11 février 2007, le journaliste Marc 
Tison mettait en garde contre les régimes de 
retraite dont les bénéfices sont calculés en 
fonction de l’espérance de vie à la naissance 
(77,6 ans pour les hommes et de 82,7 ans 
pour les femmes)1 : 

« (…) n’estimez pas la durée de votre retraite 
sur ces chiffres. Vous courez de (très) graves 
risques de vivre plus vieux. Cette espérance de 
vie vaut pour un nouveau-né aujourd’hui. Or, 
plus on est âgé, plus nos chances d’atteindre 
un âge canonique augmentent, parce qu’on 
a traversé les risques de décès, aussi faibles 
soient-ils, des années déjà vécues. »

Pour sensibiliser aux risques associés à une 
planification financière basée strictement sur 
l’espérance de vie à la naissance, le journaliste 
présentait les tableaux préparés par l’actuaire 
Daniel Laverdière (et reproduits ci-contre) qui 
montrent les probabilités « canadiennes » de 
survie en fonction de l’âge et du sexe. 

Comment pouvons-nous évaluer nos 
chances d’atteindre un certain âge?   

Est-il peu probable de vivre plus vieux  
que l’espérance de vie?  

France Caron  
Université de Montréal 
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Au-delà 
    des espérances de vie

1. �Données provisoires, pour les personnes nées entre 
2003 et 2005.
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La lecture, la comparaison et l’interprétation 
de ces trois tableaux peut susciter quelques 
questions. D’où viennent ces probabilités? 
Quels modèles se cachent derrière? Doit-on 
conclure de ces tableaux que nous avons 
plus de chances de vivre vieux lorsque notre  
conjoint est mort? 

Pour éviter qu’un peu d’arsenic ne se retrouve 
tous les soirs dans la soupe de papy, il  
convient de tirer tout cela au clair. Et  
contrairement à ce que nous laisse entendre  
M. Tison, point n’est besoin d’être un « actuaire 
habitué à jongler avec ces subtiles notions » 
pour pouvoir s’y retrouver. 

Notons d’abord que de telles probabilités 
font appel aux statistiques. Par exemple, la 
probabilité au Canada pour une femme ayant 
atteint l’âge vénérable de 95 ans de célébrer 
son centième anniversaire peut être évaluée 
par le simple rapport entre le nombre de 
femmes canadiennes qui atteignent l’âge de 
100 ans et le nombre de celles qui atteignent 
l’âge de 95 ans. On serait en droit de croire 
qu’une telle probabilité fréquentielle évolue 
dans le temps, notamment en raison des 
progrès de la médecine ou des changements 
dans les habitudes de vie. Observe-t-on des   
signes d’une telle évolution dans les proba-
bilités qui nous sont proposées dans ce  
tableau? Il suffit pour répondre de comparer 
pour chacun des âges actuels la probabilité 
conditionnelle de ne pas atteindre l’âge de 

n+5 ans sachant qu’on a déjà atteint l’âge de 
n ans. Pour simplifier l’écriture, définissons 
d’abord les fonctions suivantes :

pf1(i, j) = Probabilité pour une femme 
aujourd’hui âgée de i d’atteindre l’âge j.  
pf2(i, j, k) = Probabilité pour une femme 
aujourd’hui âgée de i et qui atteindra l’âge 
j de décéder avant l’âge k. Cette probabilité 
conditionnelle est liée à la différence des 
probabilités d’atteindre les âges j et k. 

Par exemple :

Ce qui donne, d’après le deuxième tableau :

De même :

Cette tendance se maintient pour l’ensemble 
des pf 2(i, 80, 85). On peut ainsi vérifier que 
les deux premiers tableaux supposent que  
la probabilité de décéder dans un certain 
intervalle [n, n+5[ pour une personne qui 
aura atteint l’âge n est indépendante de l’âge i  
actuel de la personne. On ne fait donc pas 
l’hypothèse que de nouvelles habitudes de 
vie ou un accès à de nouveaux traitements 
vont changer la donne dans les années 
qui viennent. Mais la probabilité de décès  
augmente avec n, et dépend aussi du sexe.

Au-delà des espérances de vie  |  France Caron • Université de Montréal

Au-delà 
    des espérances de vie Source : Daniel Laverdière, Planification finan-

cière Banque Nationale; Statistique Canada, 
Génération 1941 (Qc)
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Pour un groupe donné (sexe, âge actuel), 
l’application successive, d’un intervalle à 
l’autre, du taux de décès associé à l’intervalle 
[n, n+5[ permet de construire les probabilités 
qui lui sont associées, et explique le fait que 
la probabilité d’atteindre un âge donné soit 
plus faible pour une personne jeune ayant 
à traverser plusieurs de ces intervalles que 
pour une personne plus âgée. 

Et maintenant, quel modèle se cache derrière 
la probabilité d’atteindre un certain âge pour  
le conjoint survivant? On gagne ici à passer par  
l’événement complémentaire. Si le conjoint  
survivant n’atteint pas l’âge n, c’est que 
l’homme et la femme sont tous les deux morts 
avant cet âge. En supposant indépendants 
ces deux événements, la probabilité que les 
deux conjoints d’un couple homme-femme 
qui seraient aujourd’hui tous deux âgés de 
30 ans décèdent avant 85 ans serait de :

Avec de telles hypothèses, la probabilité qu’au 
moins un des conjoints de 30 ans atteigne 85 
ans serait donc de 0,72. C’est effectivement 
cette valeur qu’on retrouve dans le troisième 
tableau. Ce même calcul appliqué aux autres 
« données » des deux premiers tableaux per-
met de reconstituer l’ensemble du troisième 
tableau. Quand on parle du conjoint survivant, 
on ne suppose donc pas que l’autre conjoint 
est mort et l’on considère indépendantes les 
durées de vie de chacun. Papy peut donc 
continuer à manger sa soupe tranquille...

Il importe toutefois de préciser que les 
hypothèses qui ont été utilisées pour mener 
ces calculs constituent des simplifications qui 
ne reflètent pas fidèlement la réalité. D’abord, 
les statistiques sur l’âge des conjoints d’un 
couple homme-femme révèlent que l’homme 
a en moyenne trois ans de plus que sa con-
jointe. Ensuite, les statistiques témoignent 
aussi d’un risque accru de mortalité pendant 
la période de veuvage d’une personne ayant 
perdu un conjoint de longue date ; ce phé-
nomène, associé au syndrome de veuvage 
et bien connu des actuaires, montre que les 

décès des deux conjoints ne peuvent être  
considérés comme deux événements indé-
pendants. Et rappelons finalement que les 
deux premiers tableaux (qui ont servi à  
construire le troisième) ne reflètent pas, sur 
la période de quarante ans considérée, les 
changements qu’on pourrait s’attendre à voir 
dans les taux de survie d’une classe d’âge à 
la suivante. La fiabilité de ces trois tableaux 
peut donc être mise en doute. Ceci dit, il 
demeure néanmoins possible qu’un modèle 
plus sophistiqué, qui reflète davantage la 
complexité de la réalité, conduise à des  
probabilités qui ne soient pas très loin des 
valeurs proposées.

L’analyse que nous venons de faire corres-
pond à un type particulier et relativement 
récent de modélisation. Nous n’avons pas 
vraiment cherché ici à élaborer un modèle 
pour décrire, expliquer ou prévoir un phé-
nomène à partir de données réelles; nous 
avons plutôt tenté de deviner le modèle qui 
a été utilisé pour produire les résultats qui 
nous étaient présentés. 

Avec la multiplication des secteurs où l’on 
utilise les mathématiques pour expliquer 
et prévoir des phénomènes de plus en plus  
complexes, cette capacité à comprendre ou à 
débusquer les modèles qui se cachent derrière 
ce qui est présenté devient un avantage, voire 
même une condition, pour pouvoir prendre  
une part active tant dans la planification  
de projets personnels que dans les débats 
sociaux. Comme dans les deux cas, les déci-
sions reposent souvent sur des projections 
dans un futur plus ou moins éloigné, il peut 
être très utile de repérer les simplifications et 
les hypothèses à la base de ces projections 
pour pouvoir mieux saisir leur signification et 
juger de leur fiabilité. 

Dossier
 
            Probabilités
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À la fin des temps, bien qu’ayant gagné et 
dépensé la même chose chaque jour, Julie 
sera infiniment riche et Jacques sera totale-
ment ruiné.

En effet, Julie, à la fin des temps, disposera 
dans son grenier des pièces Q1, Q2, Q3, ...  
soigneusement économisées chaque jour.

Jacques, de son côté, n’aura rien car chaque 
pièce qu’il aura placée dans sa pile aura été 
dépensée. On peut même préciser :

la pièce Pn placée dans la pile le jour numéro n 
aura été dépensée le jour 2n –1, et la pièce Qn, 
elle aussi placée dans la pile le jour numéro n,  
aura été dépensée le lendemain, soit le jour 2n.  
Chaque pièce finit par être dépensée, donc au 
final il ne reste rien à Jacques.

N’est-ce pas absurde (et injuste) que,  
gagnant et dépensant la même chose, Julie 
soit devenue infiniment riche et Jacques 
totalement ruiné !

Qu’en pensez-vous?

Julie et Jacques,  
chaque jour, gagnent  

deux pièces d’or  
et en dépensent une.  

Mais, à la fin des temps, 
Julie sera infiniment riche  

et Jacques  
complètement ruiné. 

Bien ranger 
son argent

Julie procède de la façon suivante pour gérer 
son argent :

Le jour numéro n, elle gagne deux pièces que 
nous noterons Pn et Qn. Elle place Pn dans son 
grenier sous la pile des pièces qu’elle a déjà 
économisées et prend Qn qu’elle dépense. 

Le premier jour, la pile de pièces de son  
grenier est [P1], le second jour [P1, P2], le 
troisième [P1, P2, P3] (le dessous de la pile est 
à droite). 

Jacques lui, craignant l’usure du temps, 
préfère faire circuler ses pièces et trouve plus 
malin de procéder ainsi :

Chaque jour, il place sous la pile des pièces 
de son grenier les deux pièces Pn et Qn qu’il 
vient de gagner. Il prend alors la pièce qui se 
trouve au-dessus de la pile et la dépense.

Le premier jour, sa pile est donc [Q1] (il a placé 
P1 et Q1 dans sa pile de pièces et s’est servi). 
Le second jour, sa pile est devenue [P2, Q2]  
(il a ajouté les deux nouvelles pièces P2 et Q2 
sous la pile c’est-à-dire à droite, ce qui lui a 
donné [Q1, P2, Q2] et s’est servi au-dessus).  
Le troisième jour, sa pile est devenue  
[Q2, P3, Q3], le quatrième [P3, Q3, P4, Q4], et le 
cinquième [Q3, P4, Q4, P5, Q5], etc.

Rubrique des

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences 
et Technologies de Lille
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Section problèmes
Mathématiques du cœur
Modélisation du débit  
sanguin (collégial)
On modélise souvent le débit sanguin par une 
fonction constante par morceaux, c’est-à-dire  
nulle pendant la diastole et égale à une même  
constante positive pendant la systole.  On peut  
alors montrer que la solution pour la pression  
est une fonction exponentielle par morceaux.  
Faites-en la vérification numérique en simulant,  
avec C = 4, R = 1, P(t0) = 4 et dt = 1, la 
pression que génère le débit Q (t ) décrit  
par le tableau ci-contre. Vous devriez obtenir  
une fonction périodique dont la première 
période se définit :

	 P1(t) = A1e–t/RC, si 0 ≤ t < 4 

	 P2(t) = A2e–t/RC + 5R, si 4 ≤ t < 9

a)	� À partir du graphique généré par la simu-
lation, estimer la valeur des paramètres A1 
et A2.

b)	� Montrer (en dérivant) qu’à l’intérieur de 
l’intervalle où elles sont définies, les fonctions 
P1(t) et P2(t) satisfont bien l’équation du 
modèle Windkessel.

c)	� Pour que la fonction pression soit une 
fonction continue et périodique, il faut que :

	 P1(4) = P2(4) et P1(0) = P2(9) 

	� Résoudre ce système pour trouver les  
valeurs exactes de A1 et A2. Votre estima-
tion en a) s’en approchait-elle?  Les graphiques 
des solutions analytique et numérique 
pour la fonction pression coïncident-ils?

Polyèdres (secondaire)
Formule d’Euler
Pour tout polyèdre, la relation entre S, le 
nombre de sommets, A, le nombre d’arêtes, 
et F, le nombre de faces, est :

S – A + F = 2. 

Dans l’article Fullerènes et polyèdres, nous 
avons vérifié cette formule dans le cas du 
cube (hexaèdre).

Vérifier cette formule pour les autres corps 
réguliers de Platon représentés ci-contre. 

Loi de Descartes
Pour tout polyèdre, la somme des manques à 
chaque sommet est 4π.

Dans l’article Fullerènes et polyèdres, nous avons 
vérifié cette loi de Descartes pour le cube. 

Vérifier que la loi de Descartes s’applique aux  
polyèdres réguliers donnés dans l’exercice précédent.

Les prismes
Vérifier que la formule d’Euler et la loi de 
Descartes s’appliquent aux prismes suivants 
dont les sections perpendiculaires aux côtés 
latéraux sont des polygones réguliers :

a)  b)	  c) 

	

d)	�En vous inspirant des résultats obtenus en 
a, b et c,  vérifier que la formule d’Euler 
et la loi de Descartes s’appliquent à un 
prisme n-angulaire.

Les polyèdres (collégial)
Soit des polyèdres dont chacun des som-
mets appartient à trois polygones. Soit Fn  le 
nombre de faces à n arêtes d’un tel polyèdre. 
Montrer que :

a)	

b)	�Dans le cas particulier où le polyèdre a 
seulement des faces carrées ou hexago-
nales, en déduire que le nombre de faces 
carrées est exactement 6.

Les solides troués  
(secondaire)
Calculer S –A + F pour les solides suivants.

a)   	 b)

 
Les nombres complexes 
(secondaire)
Les nombres complexes sont définis par :  

Dans les opérations, les nombres complexes se 
comportent comme des binômes (a + bx), à la  
différence que i 2 = –1. Une opération est complétée  
lorsque le résultat est donné sous la forme a + bi. 
Effectuer les opérations suivantes :

a)	(2 – 3i) + (-5 + 2i)    b) (2 – 3i) × (-5 + 2i)

c)	 	 d) 

e)	� Un nombre complexe a + bi est représenté 
graphiquement par un vecteur. Montrer 
qu’en le multipliant par i, ce vecteur subit 
une rotation de π/2 rad.

f)	� Dans le système d’axes  
de la figure suivante sont 
représentés les nombres 
1 et i. Représenter les 
nombres i 2, i 3, i 4, ...

1
i

Tétraèdre

Hexaèdre

Octaèdre

Dodécaèdre

Icosaèdre

Corps réguliers
de Platon

Tétraèdre

Hexaèdre

Octaèdre

Dodécaèdre

Icosaèdre

Corps réguliers
de Platon



Pour en s  voir plus!

Applications des mathématiques

	 Mathématiques du coeur	

�	 	 �Gardette, Rouvier, Montmartin, Scholz et Decombe (2004) Du coeur aux cellules : les globules sous 

pression, Mémoire soumis aux Olympiades de la physique, Lyon. 	

http://olympiades-physique.in2p3.fr/anterieurs/edition-2005/10_St_Etienne_coeur/lyon-st-etienne-globules2005.pdf

	 	 �SCEI (2005) Modélisation du système artériel, Épreuve d’évaluation des travaux d’initiative personnelle encadrés	

(TIPE), Concours d’entrée dans les écoles d’ingénieurs, Paris. 	

http://www.scei-concours.org/tipe/sujet_2005/SI_PSI_2005.pdf

	 Fullerènes et polyèdres

		  http://www.promes.cnrs.fr/RECHERCHE/Axe2/equipe1/theme1.htm

	 	 http://fr.wikipedia.org/wiki/Fullerene

	 	 http://fr.wikipedia.org/wiki/Nanotube

		�  Pour visualiser les polyèdres en les faisant tourner sur eux-mêmes. 

http://www.ac-noumea.nc/maths/amc/polyhedr/index1.htm

Nombres

		  Guedj. D, Zéro ou les cinq vies d’Aémer, roman, Éditions Robert Laffont, S.A., Paris, 2005.

		  Ifrah, Georges, Histoire universelle des chiffres, Éditions Robert Laffont, Paris, 1984. Tome 1.

		  Nahim, Paul J., An imaginary tale, the story of   , Princeton University Press, Princeton, New Jersey, 1998.

		  Seife, Charles, Zéro : la biographie d’une idée dangereuse, Éditions Jean-Claude Lattès, 2000.
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