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D’un point de
vue purement géomé-
trique, la relation de Pythagore,
a? + b% = ¢, exprime par essence méme la
transformation de deux carrés donnés en un
troisieme carré dont l'aire est la somme des
aires des deux autres. Autrement dit, partant
de deux carrés de coté respectif a et b,
on obtiendra un carré d'aire a2 + 62

en prenant pour son coté ['hypoténuse

c du ftriangle rectangle dont les
cathétes (c'est-a-dire les coOtés de
I'angle droit) sont a et b. Une telle addi-
tion d'aires pourrait méme se faire a la
régle et au compas — des outils fort prisés
notamment des mathématiciens grecs de

I'‘Antiquité.

Il existe de trés nombreuses preuves du théo-
reme de Pythagore — un livre! paru en 1927
en répertoriait méme plus de 350 variantes.
Une foultitude de preuves sont par ailleurs
accessibles sur la Toile, souvent en version
animée?. On peut se demander jusqu'a quel
point certaines d'entre elles nous permettent
de bien « voir » les carrés o? et b? se combiner
I'un a l'autre de maniére a devenir le carré
construit sur I'nypoténuse.

1. Elisha S. Loomis, The Pythagorean Propo-
sition. Réédité par le National Council of
Teachers of Mathematics, 1968.

2. A titre d’exemples, voir les sites
www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/java/html/
pythagoras.html ou www.cut-the-knot.org/
pythagoras/.
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centaines que se comptent les démonstrations du

théoréme de Pythagore. Or la quintessence de ce célébrissime
théoreme\ést de faire la somme des/aires ¢
maniére g Qbtenir un troisiéme c rcu)ans uelle mesure certaines

tent-elles bien unetelle visio

deux carrés donnés, de

arrément additive?

Un plongeon
dans un grand carré

L'une des démonstrations les plus usuelles du
théoréme de Pythagore, sans doute en rai-
son de son caractere nettement élémentaire,
repose sur la double figure suivante.

Partant des deux segments a et b, on
construit le carré de coté a + b, que l'on
disséque ensuite de deux maniéres. Dans la
version de gauche, les cotés opposés de ce
carré sont partagés de facon identique en
segments g et b, puis on trace des perpen-
diculaires aux points de rencontre de ces
segments; a la droite, les segments a et b
sont disposés de maniere cyclique autour
du carré, et leurs intersections sont reliées
consécutivement par des obliques. Il est
assez simple de verifier que les angles des
figures jaunes sont tous droits, de sorte que
parmi les morceaux résultant du découpage
desgrands carrés se retrouvent trois carrés, de
coOté respectif g, b et ¢, accompagnés de part et
d'autre de quatre triangles rectangles a-b-c.
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Algébriquement parlant, les carrés de gauche
et de droite s'interpretent respectivement
comme

a>+b*+2ab et c2+4(%b),

d'ou il suit I'égalité du théoréme de Pythagore.

C'est donc en « plongeant » dans une figure
plus grande les trois carrés en cause que la
démarche qui précéde établit la relation
de Pythagore. Le principe fondamental
sous-jacent a ce premier raisonnement
est simplement la regle de simplification :
lorsque p + r =g + r, on a alors p = q. A
noter que la validité de I'égalité o + b? = ¢?
devient dés lors certes claire, mais on ne voit
pas forcément bien pour autant comment
les carrés o? et b2 peuvent « se marier » pour
devenir c2.

La justification précédente se transpose fort
agréablement en une vision dynamique,
comme l'illustre la figure en haut de la page®.
Dans cette preuve animée, on « sent » mieux
les deux carrés sur les cathetes se transformer
en carré sur I'hypoténuse, quoique cela se
fasse par le biais d'une série de figures un
brin étranges.

3. Inspirée de celle de I'article « Preuves sans
mots » de Jean-Paul Delahaye, Accromath
vol. 3, hiver-printemps 2008, pp. 14-17.

Une dissection du carré
sur I'’hypoténuse

On doit au mathématicien indien Bhaskara*
(1114-1185) l'observation que la figure
suivante renferme en elle-méme la justifi-
cation du théoréme de Pythagore. « Voyez! »
se contentait-il de dire. Il ne sentait méme
pas le besoin d'ajouter que le carré de coté ¢
étant partagé en quatre triangles rectangles
a-b-c plus, au centre, un petit carré de coté
b - a, on a donc, algébriquement parlant,

(Lb] =a? +b°.
2

t=(b-0?+4

Cette version de la preuve ne montre pas
explicitement les carrés de cotés a et b — leur
présence est en quelque sorte suggérée par
le carré d'aire

(b-0a)2=0a%+b2-2ab
qui, en se combinant avec les quatre triangles,
vient recouvrir le carré d'aire 2.

4. Alias Bhaskaracharya, c’est-a-dire
« Bhaskara I'enseignant ». A ne pas
confondre avec un autre mathématicien
indien du nom de Bhaskara, qui a vécu
au Ve siecle.
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II'est possible cependant de modifier légerement
I'argument précédent pour mieux voir
a® et b% En faisant pivoter le triangle du
haut autour du sommet supérieur droit du
carré, et le triangle de gauche autour du
sommet inférieur gauche, on obtient une
figure dans laquelle les deux carrés d'aires o?
et b2sont clairement visibles (avec un brin de
sagacité...). La comparaison des différentes
figures fournit ainsi une vision dynamique de
la transformation des carrés a2 et b?en ¢?, et
vice-versa.

Il est méme possible de combiner en une seule
figure ce processus de transformation : le
diagramme suivant, d au mathématicien arabe
Thabit lon Qurra (836-901), permet de voir
comment le déplacement de deux triangles
a-b-c (soit par pivotement, soit par simple
glissement) fait passer de a2 + b2 a 2

Une telle figure n'est pas sans en rappeler
une autre, qui se trouve dans Le Classique
mathématique du gnomon des Zhou (Zhoubi

B il t i

o

7
35 ]

suanjing), un ouvrage écrit en
Chine a I'¢poque de la dynastie
des Han (entre ~206 et 220) et
commenté par Zhao Shuang au

llle siecle. (La figure ci-contre est

[ESr——— |}

tirée d'une édition de ce texte

datant de 1213)

;

aads

Une somme d’aires
a la Euclide

Dans son ouvrage magistral, les Eléments, le
mathématicien grec Euclide (env. ~325 & ~265)
propose une tout autre maniére d'additionner
les aires des deux carrés sur les cathétes
d'un triangle rectangle : il transforme chacun

de ces carrés en un
rectangle de méme aire
astucieusement choisi.
Son argument repose
sur une construction
Cc

géométrique toute simple :
on abaisse, a partir
du sommet de langle
droit, une perpendiculaire
a I'hypoténuse du triangle
rectangle. Cette perpendiculaire partage le
carré sur I'hypoténuse en deux rectangles et
on vérifie alors que chacun de ces rectangles
est de méme aire que le carré sur le cathéte
«du méme coté » de la perpendiculaire que lui.

L'approche d'Euclide nous fournit une recette
pour transformer les deux carrés sur les
catheétes en des rectangles qui, a I'évidence
méme, s'additionnent pour former le carré sur
I'nypoténuse. C'est donc par le truchement
des deux rectangles que les carrés a? et b2 se
combinent pour former le carré c2.

La preuve d'Euclide se préte d'ailleurs fort bien
a un traitement en version animée® ou on
voit les carrés sur les cathétes se transformer
de maniere a « devenir » des rectangles de
méme aire formant le carré sur I'nypoténuse,
comme dans la figure en bas de page.

5. Tirée de I'article de Delahaye cité plus haut.




De Fibonacci a Pdélya

Il est possible, partant de la méme division
en deux rectangles du carré sur I'nypoténuse,
de donner une autre preuve de la relation
de Pythagore basée, elle, sur les proportions
(voir encadré). Cet argument fort simple
repose sur le fait que la perpendiculaire a
I'nypoténuse issue de I'angle droit partage le
triangle en deux triangles rectangles tels que
les trois triangles rectangles ainsi obtenus
(le triangle d'origine et les deux autres) sont
tous semblables.

Ce raisonnement est tout a fait dans
l'esprit des mathématiques grecques de
I'Antiquité, mais est néanmoins absent des

Eléments d'Euclide, peut-étre parce que
celui-ci a voulu introduire le théoreme de
Pythagore le plus tét possible, bien avant
de traiter des proportions. Il se retrouve
cependant tel quel chez Léonard de Pise, alias
Fibonacci  (1170-1250), dans son De
practica geometrie, datant de 1223. De fait,
la démonstration donnée par Fibonacci
repose sur la seule figure suivante qui, en un
sens, renferme toute la preuve de la relation
de Pythagore... mais de maniere peut-étre un

brin sibylline.

Sommes a la sauce pythagoricienne | Bernard R. Hodgson ¢ Unjversité Laval
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George (Gyorgy) Polya
(1887-1985)
B e, @ Lcmathématicienaméricaind'origine hongroise
I George Polya est né a Budapest en Hongrie et

est mort a Palo Alto aux Etats-Unis.

i 1905, il s'inscrivit a I'Université de Budapest
§ pour y ¢tudier le droit mais s'intéressa rapidement
a la linguistique, a la philosophie, puis a la

i physique et aux mathématiques.

= Aprés un séjour a I'Université de Vienne, en
1910-1911, il retourna a Budapest en vue de l'obtention d'un
doctorat de mathématiques. Il séjourna a Gottingen puis a Paris
en 1914 et accepta un poste a I'Ecole polytechnique fédérale de
Zurich auprés du mathématicien Adolf Hurwitz (1859-1919) et y
devint professeur en 1928.

En 1940, il décida d'immigrer aux Etats-Unis ou il avait s¢journé
en 1933. Professeur a I'Université de Stanford, & Palo Alto en
Californie, il y développa une approche heuristique des mathe-
matiques qu'il présenta dans son ouvrage devenu un classique du
domaine, How to Solve It, traduit en francais sous le titre Comment
poser et résoudre un probleme. |l s'agit d'une démarche de décou-
verte des mathématiques basée sur les méthodes de résolution
de problemes. Il a écrit plusieurs ouvrages pour faire connaitre
cette méthode.

Polya a également publié des résultats nombreux et importants sur
les séries, la théorie des nombres, la combinatoire (avec notamment
des applications en physique et en chimie), et les probabilités, en
particulier sur les marches aléatoires.

Cette figure se retrouve dans les Eléments
d'Euclide, a la Proposition 8 du Livre VI.
[l n'est cependant pas question alors pour
Euclide d'établir explicitement le théoréme
de Pythagore, mais seulement la similitude
du triangle de départ avec les deux triangles
adjacents a la perpendiculaire. Cette méme
figure a €té utilisée par un enseignant du
secondaire néerlandais, H.A. Naber, dans une
preuve du théoreme de Pythagore qu'il a
publiée au début du XX siecleS. Mais si
cette figure est aujourd'hui bien connue
parmi les « aficionados » de la relation de
Pythagore, c'est principalement grace a la
fine analyse — en termes de généralisation, de
particularisation et d'analogie — qu'en a faite
le mathématicien George Pdlya (1887-1985)
dans son livre Les mathématiques et le
raisonnement plausible (1958).

6. Cité par B. L. van der Waerden, Geometry
and Algebra in Ancient Civilizations, Springer,
1983, p. 30.
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Lescarrés a?, b%et c2sont maintenantdisparus,
et ils ont tout simplement été remplacés
par les trois triangles — tous semblables
I'un a l'autre. La figure de la page 25 nous
fait voir de maniére manifeste le « petit » et
le « moyen » triangle sur les deux cathétes
s'additionner  pour
devenir le «grand »
triangle sur [I'hypo-
ténuse. Le pas qu'il
reste a franchir, pour
obtenir la relation
de Pythagore dans
toute sa splendeur,
est de transposer
cette observation aux
carrés sur les trois
cotés du triangle.
L'idée sous-jacente est qu'en raison
de la similitude, I'aire de chaque triangle
est proportionnelle a celle du carré corres-
pondant — et ce, selon le méme facteur de
proportionnalité pour tous les trois triangles —,
la hauteur du triangle étant proportionnelle
a sa base’.

C'est donc a nouveau par représentants
interposés, pour ainsi dire, que cette preuve
nous suggére les carrés sur les cathétes
comme se combinant pour devenir le carré
sur I'hypoténuse. Mais les représentants en
cause sont maintenant ramenés a leur plus
simple expression.

La dissection par excellence

Henry Perigal (1801-1898) était comptable
chez un courtier londonien, et aussi
mathématicien amateur. On lui doit une
preuve particulierement percutante du
théoreme de Pythagore dans laquelle le
plus grand des deux carrés sur les cathétes
est fort astucieusement découpé en quatre
morceaux tels qu'on peut obtenir, en
réassemblant ceux-ci avec le petit carré, le

7. Un autre argument est proposé par Frédéric
Gourdeau dans I'article « Voyez-vous ce que
je vois? » (Accromath vol. 3, hiver-printemps
2008, pp. 18-19). Il repose sur I'introduction
d’un quatrieme triangle semblable, d’aire 1,
et sa transformation par des homothéties de
rapport a, b et c.

carré sur I'hypoténuse. Perigal était tellement
fier de cette découverte qu'il avait fait
inscrire sur sa carte de visite sa dissection
permettant d'établir le théoréme de
Pythagore. Peut-étre inspiré par ce qu'on
raconte a propos d'Archimeéde (~287 & ~212)
— les résultats obtenus par le grand mathé-
maticien grec a propos du cylindre circonscrit
a une sphére auraient été €évoqués par une
figure inscrite sur sa tombe — Perigal a méme
voulu que sa dissection soit gravée sur sa
stele funéraire.

L'inspiration de Perigal pour sa dissection
remarquablement efficace vient peut-étre du
fait que dans le cas particulier d'un triangle
rectangle isocéle, il est facile d'additionner
les carrés sur les cathétes : on n'a qu'a
découper l'un d'eux en quatre triangles
identiques, qui peuvent ensuite étre placés
tout autour de l'autre carré pour former le
carré sur I'hypoténuse.
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Henry Perigal

(1801-1898)

Mathématicien amateur, Perigal est princi-
palement connu pour une élégante preuve
par dissection du théoréme de Pythagore.
Estimant qu'il s'agissait de sa plus grande
réalisation, il fit imprimer son schéma sur sa
carte de visite et sur sa stele funéraire.
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La beauté de la preuve de Perigal est qu'elle
nous montre comment généraliser cette
dissectionauntrianglerectangle quelconque:
le carré sur I'hypoténuse peut toujours étre
recouvert a l'aide des cing piéces résultant du
découpage en cause. Mais la preuve que « ¢a
marche » en général n'est cependant pas si
simple (voir encadré).

Si on se place du point de vue adopté dans ce
texte, c'est-a-dire la transformation des deux
carrés sur les cathétes d'un triangle rectangle
de maniere a former le carré sur I'nypoténuse,
la preuve par dissection de Perigal s'avere
particulierement satisfaisante. C'est en effet
par un découpage tout simple, suivi du
glissement des pieces ainsi obtenues, que se
résout ce casse-téte pythagoricien.
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