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Dans ce numéro, le thème est Changements climatiques et développement 
durable. Quel est le lien avec Accromath? Christiane Rousseau répond à cette question.

« Les mathématiques jouent un rôle essentiel dans l’étude des changements  
climatiques et la détermination de stratégies permettant d’assurer le développement  
durable. Ce rôle est tellement important que ce titre est celui d’un grand  
programme de recherche mené conjointement par treize instituts de recherche 
en Amérique du Nord pendant les années 2010-2011 : 

http://www.mathinstitutes.org/climate-initiative/

Le Centre de recherches mathématiques (CRM) dont le mandat couvre le Québec 
est l’un de ces instituts. Dans ce cadre il organise cinq ateliers de recherche dont 
la description apparaît à 

http://www.crm.umontreal.ca/Climat2010/index.php

ainsi que des activités pour le public. Regardons les thèmes abordés. En gestion  
des ressources naturelles, la prise de décision nécessite l’analyse de bases de 
données fiables contenant de l’information spatiale ou géographique. L’une 
de ces ressources est la forêt : évaluer convenablement la capacité présente et  
future de récolte requiert des méthodes statistiques de prévision. La modélisation  
du développement durable a des aspects climatique, environnemental, social et 
économique, d’où un atelier sur la théorie de la décision. Deux ateliers porteront  
sur le climat. Les méthodes statistiques permettent l’évaluation des incertitudes  
dans les projections du changement climatique, la validation des modèles spatiaux  
du climat et l’évaluation de la fréquence des extrêmes climatiques. L’atmosphère  
et les océans forment un mélange turbulent dont l’étude requiert une compré-
hension physique poussée, et des méthodes numériques très performantes. 

Si vous lisez l’anglais et que vous regardez les activités se tenant dans les douze  
autres instituts, vous pourrez apprécier la richesse des thèmes de recherche qui  
occupent les mathématiciens appliqués. Ceux-ci travaillent souvent dans des 
équipes multidisciplinaires avec des physiciens, des statisticiens, des économistes,  
des climatologues, etc. 

Accromath tient à vous faire participer à ce grand mouvement nord-américain 
en vous proposant un numéro contenant plusieurs articles sur le sujet. Vous 
pourrez ainsi aborder ce thème dans votre classe et faire découvrir à vos élèves  
plusieurs des défis reliés aux enjeux planétaires qui occupent les mathématiciens.  
Et qui sait ? Peut-être, votre association d’enseignants voudra-t-elle se joindre 
au mouvement ? » 

Christiane Rousseau 

En plus des articles portant sur le thème du numéro, nous vous proposons un article  
sur Jean le Rond d’Alembert dans le dossier Grands mathématiciens et, dans la 
Rubrique des paradoxes, Jean-Paul Delahaye nous présente « Le paradoxe des Dupont ».

Bonne lecture!

André Ross
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introduit par le météorologue Edward Lorenz 
dans un célèbre article de 1963 et le terme  
« effet papillon », employé pour la première 
fois par Lorenz en 1972. Nous sommes  
régulièrement surpris que certaines prévisions 
météorologiques s’avèrent erronées à quelques 
heures d’avis, alors que les météorologues 
utilisent les plus gros ordinateurs au pays. 
Pourquoi? Nous allons expliquer quelques-unes  
des difficultés auxquelles se heurtent les 
météorologues et pourquoi de telles erreurs 
sont parfois inévitables, même si on augmente 
la puissance des ordinateurs. 

Quel est le principe d’une prévision météo-
rologique? On utilise un modèle qui décrit 
l’évolution de la configuration du système  
atmosphère-océans au cours du temps. Ce 
modèle est déterministe, ce qui signifie que  
le présent détermine le futur. Autrement dit, si 
on connaît parfaitement les conditions initiales  
au moment où on débute la simulation du 
modèle, on peut faire une prévision parfaite. 
Quelle différence fait le vol du papillon ? Il 
change les conditions initiales. Sur une période 
de temps assez courte, l’effet du vol du papillon 
est négligeable. Mais il n’est pas exclus que sur 
une longue période, on observe des effets très 
importants. C’est ce qu’on appelle la sensibilité 
aux conditions initiales. Est-ce que tous les vols 
de papillons vont provoquer des ouragans ? 
Bien sûr que non! Le modèle produit, à chaque 
instant t, une description de la configuration 
du système atmosphère-océans en cet instant 
précis. Certaines configurations sont plus  
dangereuses que d’autres. Pour utiliser une 
analogie, imaginez un pendule dont la tige est 
rigide. Il a une position d’équilibre verticale vers 
le haut, mais celle-ci est instable, si bien qu’il est 

Christiane Rousseau 
Université de Montréal
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L’effet papillon : le vol d’un papillon à Montréal en juin 
peut engendrer une tempête au Japon dans deux mois. 

Cette tempête n’aurait pas eu lieu  
si l’on avait supprimé le papillon à temps! 

L’effet  
        papillon

presque impossible de l’observer. Lorsqu’il est 
en bas, vous le lancez avec une vitesse initiale 
presque suffisante pour que le pendule atteigne 
la position verticale vers le haut. Le pendule 
redescend vers vous. Vous refaites l’expérience 
une deuxième fois. Le vol d’un papillon dans la 
même direction minimise un tout petit peu la 
friction de l’air et le pendule passe tout droit en 
haut pour faire un tour complet : notre tempête 
est arrivée. 

Oscillations du pendule

 

Rotation uniforme du pendule
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Cet exemple illustre bien que ce ne sont 
pas toutes les conditions initiales qui sont  
dangereuses. Dans notre pendule, les vitesses 
initiales qui sont dangereuses, c’est-à-dire 
pour lesquelles on risque de faire une erreur de 
prévision, ce sont celles qui permettent au pen-
dule d’approcher la position verticale en haut. 

En météorologie, les erreurs sont de plusieurs 
types. Tout d’abord, le modèle est approximatif.  
Ensuite, les conditions initiales ne sont pas  
connues en tout point, mais seulement aux 
points d’un réseau où des appareils de mesure 
sont installés. Enfin, le modèle est trop complexe  
pour qu’on puisse en calculer une solution 
exacte. On calculera donc une approximation  
de la solution. Selon la configuration initiale,  
chaque type d’erreurs est susceptible de 
conduire à des prévisions météorologiques 
erronées, pour peu que l’on soit dans une 
zone « dangereuse ». 

L’exemple de notre pendule était trop simple 
pour nous faire comprendre la nature des 
modèles utilisés en météorologie. Les modèles 
peuvent avoir des comportements chaotiques. 
Qu’entend-on par cela? L’atmosphère est un 
fluide et les modèles visent à décrire l’évolution 
du fluide au cours du temps. Edward Lorenz est 
parti des équations modélisant le mouvement 
d’un fluide et il les a drastiquement simpli-
fiées. Il a obtenu ce qu’on appelle le « système 
de Lorenz ». Oublions maintenant le fluide et 
décrivons le système de Lorenz. La position du 
système au temps t est donnée par un vecteur 
(x(t), y(t), z(t)). L’évolution du système est décrite 
par un système d’équations différentielles :
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L’effet papillon en météorologie  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

Résoudre le système c’est trouver la fonction  
t ⟼(x (t), y(t), z(t )) qui, pour t = 0, prend la 
valeur initiale 

(x (0), y (0), z(0)) = (x0, y0, z0). 

En termes géométriques, à tout point (x, y, z) de 
l’espace, on associe un vecteur v (x, y, z) dont 
l’origine est en ce point. La fonction

v x y z y x x y xz z xy( , , ) ( ), ,= − − − − +






10 28

8
3

est appelée un champ de vecteurs. Trouver  
une solution de l’équation différentielle c’est 
trouver une courbe t ⟼(x(t), y(t), z(t)) telle 
qu’en chaque point (x, y, z) de la courbe, son 
vecteur tangent soit le vecteur v (x, y, z). Comme 
la variable t représente souvent le temps, 
on appelle ces courbes des trajectoires de 
l’équation différentielle. Comment trouve-t-on  
ces courbes ? Il est impossible de trouver leur 
équation. Alors, on a recours à des méthodes 
numériques. L’idée de base est qu’on prend des 
petits pas de temps. Dans la méthode d’Euler  
(la plus intuitive), à chaque étape on calcule le  
champ de vecteurs au point où on se trouve : 
ceci nous donne la vitesse de parcours et 
sa direction. On parcourt un petit segment de 
la tangente, et ce, à la vitesse calculée, pendant  
un petit pas de temps. On itère le processus. Des  
raffinements de la méthode d’Euler permettent 

L’effet  
        papillon
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DossierDéveloppement
                     durable

d’améliorer la précision, mais l’idée de base est 
la même. De tels algorithmes numériques sont 
déjà programmés dans beaucoup de logiciels 
comme Mathematica, Maple, Matlab, etc. 

Lorsqu’on trace les trajectoires du système 
de Lorenz, on voit qu’après un certain temps 
elles sont toutes attirées sur un objet, appelé  
attracteur étrange, dont la forme ressemble 
vaguement à un papillon.

Suivons une trajectoire : cette trajectoire com-
mence par spiraler en s’éloignant d’un des deux 
centres puis, à un moment donné, elle saute 
de l’autre côté. Là, elle recommence à spiraler 
en s’éloignant du deuxième centre jusqu’à ce 

qu’elle saute pour revenir au premier côté. Etc. 
Si on note les nombres successifs de spirales 
avant de changer de côté, ils semblent former 
une suite an de nombres aléatoires. C’est pour 
cela qu’on dit que le système est chaotique. En 
effet, les nombres de spirales successifs sont 
complètement imprévisibles et semblent le fruit 
du hasard. Que se passe-t-il si on prend deux 
conditions initiales proches l’une de l’autre? À la 
première, on associe la suite d’entiers {an}, et à 
la deuxième, la suite {bn}. Il existe un entier N 
tel que an = bn  pour n ≤ N et an+1 ≠ bn+1. Alors, 
à partir de ce moment-là, les deux trajectoires 
sont aussi différentes l’une de l’autre que si 
elles n’avaient jamais été proches.

Deux images de l’attracteur de Lorenz

 
Les trajectoires spiralent dans le sens positif à droite 

 et dans le sens négatif à gauche. 

Trajectoires calculées avec Mathematica

Trajectoires entre les temps 
t = 21 et t = 25.

Mêmes trajectoires entre les temps 
t = 21 et t = 30.

Pour les conditions initiales (à t = 0)(1; 1,098; 0) (en bleu) et (1; 1,098; 0) (en gris). 
On voit très bien où les trajectoires se séparent pour adopter des comportements 
complètement différents. 
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L’effet papillon en météorologie  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

Attracteur de Lorenz
L’attracteur de Lorenz est un objet fractal  
qui est comme un livre à une infinité de 
feuillets. Chaque fois que la trajectoire  
revient d’un côté après avoir fait un tour 
de l’autre côté, elle revient sur un feuillet  
différent. Ce qu’on trace à l’ordinateur 
pour obtenir ces belles images n’est pas 
l’attracteur lui-même, mais une trajectoire 
ou un ensemble de trajectoires. L’attracteur  
de Lorenz contient une infinité de trajec-
toires qui se referment sur elles-mêmes 
après un certain nombre de tours autour 
des deux centres : ce sont des trajectoires  
périodiques. Les périodes peuvent être  
arbitrairement longues. Au moins une 
des trajectoires est partout dense dans  
l’attracteur. On retrouve donc les trois  
caractéristiques du chaos : 

•	sensibilité aux conditions initiales, 

•	�existence d’une infinité de trajectoires 
périodiques, 

•	�existence d’une trajectoire partout dense.

Deux représentations  
de la surface séparatrice

Edward Lorenz
Né au Connecticut en 1917, Lorenz 
a d’abord reçu une formation de 
mathématicien au Dartmouth 
College puis à l’Université de 
Harvard où il obtint un diplôme 
de maitrise.  Durant la seconde 
guerre mondiale, il fut affecté  
au service de météorologie de 
l’armée américaine et entreprit  
une maîtrise en ce domaine qu’il 
compléta en 1943 au Massa-
chusetts Institute of Technology  
(MIT). Après la guerre, il poursuivit  
ses études en météorologie et 
obtint son doctorat en 1948. Il devint professeur de météorologie  
au MIT jusqu’à sa retraite en 1987. 

Lorenz travaillait à améliorer son modèle de prévision météoro-
logique en testant les différents facteurs pris en compte et en cherchant  
à comprendre comment évoluent les masses d’air.

À l’hiver 1961, il avait entré une série de données dans son ordinateur 
qui, après quelques heures de calculs, lui avait fourni des colonnes 
de chiffres. Lorenz examina ces résultats et décida de refaire une 
passe pour s’assurer de certains résultats en ne conservant que trois  
décimales au lieu de six pour accélérer le processus. Il eut la surprise 
de constater que les résultats des calculs étaient très différents  
de ceux obtenus précédemment. Il venait de découvrir la sensibilité 
aux conditions initiales qu’il présenta en utilisant la métaphore du 
battement d’aile d’un papillon. Lorenz est mort en 2008.

C’est la sensibilité  
aux conditions initiales.  

Dans notre exemple du pendule, on a associé  
la sensibilité aux conditions initiales à une 
zone dangereuse. Effectivement, il y en 
a une aussi dans le système de Lorenz :  
il y a une surface qui sépare les deux centres. 
Suivant que la trajectoire passe d’un côté ou 
de l’autre de la surface elle tourne autour d’un 
centre ou de l’autre. Le moment où les deux 
trajectoires proches se séparent est le moment 
où l’une passe d’un côté de cette surface et 
l’autre de l’autre côté. Comme l’épaisseur de la 
surface est nulle, ceci peut se produire même 
si les deux trajectoires sont très proches. Cette  
surface séparatrice a une forme très complexe.   
En voici, en haut à droite, deux représentations 
réalisées par Bernd Krauskopf et Hinke Osinga, 
l’une à l’ordinateur, l’autre au crochet. 

Où en est-on, 48 ans après l’article de Lorenz ? 
Nous vous invitons à lire « Au delà de l’effet 
papillon ».
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Dans l’article L’effet papillon nous 
avons expliqué comment Edward Lorenz 

a observé en 1963 la sensibilité aux 
conditions initiales dans un système 

d’équations différentielles en dimension 
3 relié de très loin à la mécanique des 

fluides qui intervient dans la modélisation 
du système atmosphère-océans. 

Cette sensibilité aux conditions initiales était 
une réponse négative aux attentes des météoro-
logues qui espéraient améliorer leurs prévisions 
météorologiques en améliorant les modèles et 
les méthodes de calcul. Mais les recherches ne 
se sont pas arrêtées là. Voici quelques questions 
naturelles suite à ce résultat :

Question 1.  
Même si chaque trajectoire semble 
imprévisible, peut-on quand même 
dire quelque chose des trajectoires 
du système de Lorenz lorsqu’on les  
regarde pendant un temps assez long? 
On sait déjà que, quelle que soit la condition 
initiale, si on parcourt la trajectoire assez long-
temps, alors la trajectoire va venir s’enrouler 
indéfiniment sur l’attracteur de Lorenz. 

Question 2.  
Que valent nos simulations  
numériques?
Nos simulations numériques essaient de donner  
une approximation des trajectoires. Mais, à 
chaque pas de la simulation, on commet une 
petite erreur. Et on a vu que de petites erreurs 
produisent de grands effets après un temps 
assez long... 

D’autre part, la modélisation d’un fluide requiert 
les équations de Navier-Stokes, soit des équa-
tions aux dérivées partielles. Dans l’approche 

Christiane Rousseau 
Université de Montréal
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« systèmes dynamiques », on considère des 
équations aux dérivées partielles dont l’une 
des variables est le temps comme des systèmes 
d’équations différentielles dans un espace de 
dimension infinie. 

Question 3. Quel est le lien entre 
les solutions du système de Lorenz 
et les solutions des équations aux 
dérivées partielles dont il est issu? 
Lorenz lui-même s’est intéressé à la question 1. 
Au vu du phénomène observé, soit l’effet papillon,  
il était naturel de privilégier une approche 
probabiliste. En effet, que fait-on lorsqu’on 

observe que le résultat du lancer d’un sou est 
aléatoire? On cherche à trouver une loi de 
probabilité décrivant l’ensemble des lancers 
possibles. Une telle loi existe pour l’attracteur 
de Lorenz. Essayons de décrire l’idée. On a déjà 
dit qu’après un temps assez long une trajectoire 
aboutit approximativement sur l’attracteur 
de Lorenz. Mais on peut dire beaucoup plus.  
Quadrillons l’espace au voisinage de l’attracteur 
au moyen de petits cubes comme sur la  
figure et notons les petits cubes qui contiennent 
des morceaux d’attracteur. 

On peut imaginer que 
certains de ces petits  
m o r c e a u x 
d’attracteur 
correspon-
dent à un 
o u r a g a n 
dans une 
r é g i o n 
donnée, 
d’autres 

Au delà de l’effet papillon
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à une haute pression à un deuxième endroit, 
etc. Si l’on suit une trajectoire assez longtemps, 
alors elle va venir visiter chacun des petits cubes 
qui contient un morceau d’attracteur. Quelle 
proportion de son temps va-t-elle passer dans 
chacun de ces petits cubes? La proportion est 
indépendante de la trajectoire considérée, et 
donc de la condition initiale! C’est ce qui a 
fait dire à Lorenz en 1972 :

« Plus généralement, je propose qu’au cours 
des années des perturbations minuscules 
n’augmentent pas, ni ne diminuent la fréquence 
des occurrences des différents événements 

météorologiques comme les tornades; au plus 
peuvent-elles modifier l’ordre dans lequel ces 
événements se produisent.1 » 

Cette intuition formidable de Lorenz a depuis 
été prouvée rigoureusement. 

Une réponse à la question 2 est donnée par 
le lemme d’ombrage. Ce lemme affirme que, 
même si la trajectoire réelle est très éloignée de 
la trajectoire simulée, il existe une vraie trajec-
toire qui « ressemble » à la trajectoire simulée. 
Donc, les trajectoires construites par simulation 

Au-delà de l’effet papillon  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

du système ont la même allure que les vraies 
trajectoires du système. 

Les recherches se sont aussi continuées sur 
la question 3. Ici, on se contente de résultats 
expérimentaux en l’absence de preuve rigou-
reuse. Dans le système de Lorenz on a vu que 
chaque battement d’ailes de papillon, ou encore 
chacune de vos respirations, change les condi-
tions initiales, et donc le futur de manière dras-
tique. La seule différence entre deux vols de 
papillons est donc de savoir si ce changement 
se manifeste après 15 jours ou après 100 ans. 
Mais ceci se produit dans un système en dimen-
sion 3 (on dira à 3 degrés de liberté). Que se 
passe-t-il si on augmente le nombre de degrés 
de liberté? En fait, plus on augmente le nombre 
de degrés de liberté, plus l’effet papillon semble 
s’estomper… Lorsqu’on simule un système avec 
un grand nombre de degrés de liberté, la plu-
part des vols de papillon ont un effet très limité. 

Pourquoi?

Parce que des effets statistiques entrent en 
ligne de compte. L’atmosphère est constituée 
de milliards de molécules de gaz. Les équa-
tions de Lorenz décrivent le mouvement de 
quelques molécules de gaz dans une région 
de l’atmosphère. Il est connu que, même si les 
molécules ont individuellement un comporte-
ment chaotique, on observe à grande échelle 
un équilibre relatif : pression relativement con-
stante, champ de vitesse pour le vent, etc. 

De grandes structures se forment : tourbillons, 
dépressions, etc. Si l’on simule des trajectoires 
de conditions initiales voisines dans des sys-
tèmes avec un très grand nombre de degrés de 
liberté, on ne semble en général pas observer 
l’effet papillon. Raoul Robert a simulé de telles 
trajectoires et cela l’a amené à écrire un article 
au titre tout aussi provocateur : « L’effet papil-
lon n’existe plus. » Il reste bien quelques zones 
dangereuses comme celles que nous avons 
décrites dans l’article précédent2, mais celles-ci 
sont très peu nombreuses. 

Qu’en est-il lorsqu’on passe à la limite,  
c’est-à-dire qu’on passe d’un très grand nombre  
de degrés de liberté à un nombre infini de 
degrés de liberté? La réponse est encore 
inconnue et la recherche se poursuit du côté 
mathématique.

Au delà de l’effet papillon

1.	� Traduction C. Rousseau

2.	 Article « L’effet papillon » dans ce numéro.
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Les changements à l’échelle du globe sont sans équivoque :  
hausse généralisée des températures de l’air et de la surface  

des océans, fonte accélérée de la neige et de la glace,  
élévation du niveau moyen de la mer. Les émissions de gaz à effet de 

serre par les activités humaines causeront un réchauffement mondial 
durant le XXIe siècle qui excèdera fort probablement 

le réchauffement observé durant le XXe siècle1.

Le premier énoncé provient de mesures prises 
sur un ensemble de variables climatologiques, 
échelonnées sur plusieurs décennies et dans  
plusieurs régions du globe. Par contre le deuxième  
énoncé s’appuie uniquement sur des simulations  
de modèles climatiques effectuées sur ordinateur.  
Quelle est la fiabilité de tels résultats de 
simulations sur plusieurs décennies quand  
on connaît les limites des prévisions 
météorologiques?

Les marées
Pensez aux vagues sur la mer. Les vagues vont 
et viennent de façon apparemment aléatoire. 
Prévoir les vagues individuelles serait, comme 
la météo, impossible au-delà d’un temps carac-
téristique assez court. Si toutefois vous suivez 
le mouvement de la mer un certain temps, 

René Laprise2

UQAM
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vous pourrez déterminer que la marée monte 
ou descend. Vagues et marées se superposent 
et interagissent. Mais les marées répondent 
aux forçages exercés par le soleil et la lune, en  
fonction de l’heure du jour et de la saison, 
ainsi que de la forme de la côte. Les marées  
constituent ainsi, comme le climat, un  
phénomène prévisible.

Les saisons
On connaît de grandes variations  
de température pendant  
l’hiver. La température  
peut monter ou  
descendre de  
20 degrés 

De la météo  
au climat

1.	� Traduction d’un texte tiré du Summary for 
Policymakers, 4ème rapport du Groupe 
Intergouvernemental d’experts sur l’Évolution 
du Climat (GIEC), 2007]

2.	� Le professeur René Laprise enseigne au 
Département des sciences de la terre et de 
l’atmosphère de l’UQAM et il fut membre du 
Groupe Intergouvernemental d’experts sur 
l’Évolution du Climat (GIEC).

L’effet papillon montre que toute prévision  
météorologique devient caduque après 
14 jours. Est-il justifié de faire des  
projections des changements climatiques 
sur plusieurs décennies? N’est-ce pas une 
utopie de vouloir montrer que le climat se 
réchauffe?
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en quelques heures. Pourtant, si l’on regarde 
les températures moyennes de janvier, elles  
varient très peu d’une année à l’autre; par 
exemple à Montréal, l’écart type n’est que 2,9 
degrés. Les probabilités et la statistique nous 
permettent d’analyser ces variations. Et si ces 
moyennes se retrouvent trop souvent au-dessus  
de la normale, il y a lieu de tester l’hypothèse 
que la moyenne de température est constante 
en janvier. 

Les modèles climatiques

Qu’est-ce qu’un modèle climatique?
C’est un simulateur de conditions météo-
rologiques virtuelles. C’est donc un programme 
informatique qui résout des équations décrivant  
les interactions entre l’atmosphère et les autres  
composantes du système climatique. Quelles 
équations? Il y a trois principes fondamentaux  
qui conjointement permettent de décrire 

De la météo au climat  |  René Laprise  •  UQAM

l’évolution de tout système physique : ce sont 
les principes de conservation de la masse, de 
l’énergie et de la quantité de mouvement. Ces 
principes nous donnent un système d’équations 
aux dérivées partielles. Mais les équations du 
système climatique sont bien trop complexes  
pour admettre une solution analytique.  
On a donc recours à l’ordinateur pour obtenir  
des solutions numériques approximatives. 
On définit un maillage (une grille) couvrant 
l’ensemble du globe. Puis à chacun des nœuds du 
maillage (points de grille), on résout un système  
d’équations non linéaires couplées, après leur 
transformation d’équations différentielles 
en équations algébriques (en faisant le type 
d’approximations qu’on a expliqué pour le  
système de Lorenz)3. Ces équations comportent 
plusieurs termes dont certains échangent des 
propriétés avec leurs voisins adjacents, ceux du 
dessous, du dessus et de chaque côté, ce qui fait 
qu’à la fin, de proche en proche, tous les points 
se parlent. Plusieurs variables interviennent  
dans les calculs. Dans l’atmosphère : la  
température, la pression, la concentration de 
vapeur d’eau, le vent, les nuages, le rayonnement  
électromagnétique, etc. Dans les océans : la 
température, la salinité, la pression, les courants 
marins, la glace de surface, la neige sur la glace, 
etc. Sur les continents : la quantité d’eau liquide 
et gelée dans le sol, la neige sur le sol, etc.

Prévoir 30 ans à petits pas  
de 15 minutes
Là où ça devient réellement compliqué, c’est 
que ces calculs doivent être répétés plusieurs 
fois. On ne peut pas simplement partir du climat  
d’aujourd’hui et le transposer trente ans plus 
tard. Il faut en fait calculer par petits « pas de 
temps », qui sont typiquement de 15 minutes. 
Ainsi pour faire 30 ans, il faut donc répéter 
des calculs sophistiqués un million de fois, 
et ce, pour chacun des points de la grille. En 
conséquence, le nombre de points doit rester 
modeste, sinon le temps de calcul devient 
exorbitant. Si on désire obtenir les résultats en 
quelques semaines, à raison de calculs effectués  
24 heures sur 24, on peut difficilement excéder 
plus d’un million de points, même sur les plus 
puissants ordinateurs. Ceci se traduit par un 
espacement entre les points de l’ordre de  
200 à 400 km pour les modèles mondiaux qui 
couvrent l’ensemble du globe. 

3.	� Voir l’article L’effet papillon en page 2 de ce 
numéro.
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Calcul de haute performance
Un million de points de grille où l’on effectue les 
calculs un million de fois pour une simulation 
de 30 ans, ça donne 1012 répétitions de calculs 
faisant intervenir plusieurs variables. C’est pour 
cette raison que les simulations climatiques, 
avec la prévision météorologique, représentent  
les plus gros usagers du calcul de haute  
performance. Même sur les plus puissants 
ordinateurs massivement parallèles comme 
ceux du Consortium CLUMEQ-II au Québec, la  
puissance de calcul demeure le facteur principal  
limitant la résolution des modèles. Nous  
travaillons à l’UQAM au développement d’un 
modèle régional à aire limitée; en restreignant 
le domaine de calcul, les points sont espacés de 
50 km les uns des autres, et nous visons bientôt 
les rapprocher encore à 10 km.

Météo versus climat
La climatologie est distincte de la météorologie.  
La prévision météorologique fait dans l’immédiat 
et utilise des données observées pour démarrer 
une prévision : c’est un problème aux condi-
tions initiales. Le climat par contre réfère aux 
statistiques des conditions météorologiques. La 
moyenne est la statistique la plus simple, mais 
la variabilité est aussi importante, de même que 
les extrêmes de la distribution en fréquence 
pour les événements rares. 

Les simulations climatiques passent néces-
sairement par la simulation de séquences de 
conditions météorologiques. On effectue des 
simulations sous différentes conditions de for-
çages externes, comme les concentrations des 
gaz à effets de serre et des aérosols, croissantes  
dans le temps. On calcule les statistiques 
des simulations comme on le ferait avec les  
données observées. On compare les statistiques 
de ces simulations, on obtient le signal clima-
tique recherché. Le climat est ainsi un problème 
aux conditions aux frontières.

La finalité des projections climatiques est 
donc la tendance de fond des statistiques sur 
quelques décennies, et non pas les valeurs 
instantanées des séquences météorologiques 
simulées. En effet, on peut démarrer plusieurs  
projections climatiques en appliquant les 
mêmes forçages externes, mais en perturbant  
légèrement les conditions initiales. Sous l’effet 
du chaos, ces simulations deviennent totalement  
indépendantes dans le détail de leurs séquences 
météorologiques. En effectuant la moyenne 
sur plusieurs membres d’un ensemble de 
simulations, on obtient alors un estimé statis-
tiquement fiable du signal du changement  
climatique attribuable au forçage externe 
imposé. La moyenne d’ensemble a pour effet 
de filtrer la composante imprévisible que 
représentent les séquences météorologiques 
spécifiques, et de ne retenir que la composante 
du signal résultant du changement de forçage 
imposé. En analysant toutes les simulations, on 
a aussi une mesure de l’étalement, semblable  
aux intervalles de confiance que l’on étudie 
dans les cours de statistique. On peut aussi 
combiner les projections obtenues avec  
plusieurs modèles basés sur des approxima-
tions différentes; l’étalement entre les climats 
des différents modèles fournit alors un estimé 
de la marge de confiance du climat projeté.

DossierDéveloppement
                     durable

L’effet du chaos, ou papillon de Lorenz, 
qui limite l’habileté des prévisions 
météorologiques à quelques semaines, 
ne constitue pas un handicap pour les 
simulations climatiques. Ce serait même  
plutôt le contraire. 

Changements climatiques appréhendés 
pour le Québec vers la fin du siècle

•	�Réchauffement moyen de 3 à 4 degrés  
et pouvant atteindre 10 degrés en 
hiver dans le nord.

•	�Augmentation des précipitations 
de 10 à 30 % en moyenne, avec 
une augmentation plus grande 
dans le nord, surtout en hiver.

•	�Faibles changements dans les  
systèmes météorologiques, avec un  
léger déplacement vers le nord de 
leurs trajectoires, une légère dimi-
nution du nombre total de systèmes,  
mais une légère augmentation de 
l’intensité des tempêtes.

• �Raccourcissement de la saison de 
neige, mais des chutes de neige 
occasionnellement plus intenses, 
suivies de redoux plus fréquents.

•	�Augmentation de la fréquence des 
canicules en été.

•	�Diminution de la fréquence des 
événements de froid intense en hiver.

•	�Disparition partielle ou totale du 
pergélisol dans le grand nord.
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De la météo au climat  |  René Laprise  •  UQAM

Changement de neige au sol pour la période 2041-2070
Résultat du Modèle régional canadien du climat 
pour une projection du changement de la neige  
au sol au mois de mars pour la période 2041-2070,  
exprimé en pourcentage de la neige pour la période  
de référence 1961-1990. (figure tirée du 4ème 
Rapport du GIEC publié en 2007; http://www.ipcc.ch/). 

Notez la disparition massive de la neige (teintes 
rouges), sauf dans la partie la plus septentrionale 
où il y aura augmentation (teintes de bleu). 

On a laissé en blanc les régions avec une quantité  
négligeable de neige au sol (moins de 5 mm 
d’équivalent en eau).
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Ligne noire : réchauffement observé entre 1900 et 2000. 

Bande rouge : réchauffement simulé rétrospectivement pour la période 
de 1900 à 2000, par un ensemble de 11 modèles climatiques.  
Ces simulations rétrospectives permettent de valider le modèle; on 
note que la ligne noire est contenue à l’intérieur de la bande rouge 
provenant des simulations des modèles. 

Bande orange : réchauffement projeté pour la période de 1900 à 2000, 
par le même ensemble de modèles climatiques, pour un certain scénario  
d’augmentation des gaz à effets de serre. Les limites inférieure  
et supérieure des bandes rouge et orange correspondent aux 5e et 
95e percentiles.

(tiré du 4e Rapport du GIEC publié en 2007; http://www.ipcc.ch/).
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Quelle est la relation quantitative  
entre la température moyenne de la 

Terre et la concentration de GES  
dans notre atmosphère ?

Le phénomène des gaz à effet de serre est 
si complexe qu’on ne peut en proposer un 
modèle parfait. Toute prédiction quantitative  
sur l’effet des gaz  à effet de serre (GES) est  
donc d’une qualité discutable. Par contre, 
nous tenterons tout de même de construire 
une série de modèles qui décrivent l’impact 
quantitatif d’une augmentation des (GES) sur 
la température moyenne de la Terre. L’exercice  
en soi permettra de mieux comprendre les 
enjeux environnementaux et de se familiariser  
avec l’activité scientifique de modélisation1.

Marc Laforest 
École Polytechnique,

Montréal
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La température Tp de la planète est déter-
minée par la loi de Stefan-Boltzmann et 
un principe d’équilibre énergétique. Tout 
d’abord, la loi de Stefan-Boltzmann nous 
prédit la quantité totale d’énergie (en watts) 
dégagée par le Soleil

	 E = 4πRs
2sTs

4. 	 (2)

À une distance D du Soleil, cette énergie est 
uniformément répartie sur une sphère de 
rayon D et donc, la fraction de cette énergie 
qui atteint la surface visible de la planète est 
proportionnelle à la fraction de l’aire de la 
sphère de rayon D occupée par l’ombre de la 
planète, comme illustré à la figure dans le coin  
supérieur droit de la page suivante. On calcule  
donc que l’énergie qui atteint la planète est 

Une planète sans atmosphère
Le premier modèle décrit une planète sans  
atmosphère réchauffée par une étoile, comme  
le Soleil. On doit mesurer préalablement le 
rayon Rp de la planète, le rayon Rs du Soleil, 
la distance D de la planète au Soleil, ainsi que 
la température Ts du Soleil. On peut obtenir 
avec un télescope ces informations au sujet 
de notre Soleil et de planètes rocheuses telles 
que Mercure et la Lune.

1.	� Ces notes s’inspirent des notes de cours de 
Yochanan Kushnir de l’Université Columbia,  
à New York, É.-U.

La loi de  
Stefan-Boltzmann

Selon la loi de Stefan-Boltzmann, un objet 
dans le vide chauffé à une température T 
degrés kelvins (K) émet, par unité de surface  
et par unité de temps, un flux de chaleur

	 F =sT 4; 

où s est la constante de Stephan-Boltzmann,
s = 5,67 × 10–14 W/(km2K4) et F est donnée 
en watt (W) et T en degrés kelvin (K). 
Le flux est la quantité d’énergie libérée par 
unité de surface. Ainsi, si l’objet est une 
sphère de rayon R (de surface A = 4πR2), 
alors l’énergie totale libérée à la surface 
est égale au flux multiplié par l’aire de sa 
surface, soit

	 E = FA = 4π R 2sT 4.	 (1)
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Impact des gaz à effet de serre  |  Marc Laforest  •  École Polytechnique, Montréal

Une planète avec des GES
Améliorons le modèle en ajoutant une  
couche de GES qui, comme la surface de la 
planète elle-même, est réchauffée et doit  
satisfaire un principe d’équilibre énergétique 
(voir encadré Les GES sur la Terre en page 15).

Pour modéliser l’échange d’énergie d’une 
planète avec des GES, on pose l’hypothèse 
suivante.

Hypothèse

Les GES forment une couche  
uniforme et distincte séparant  

la surface de la planète  
de l’espace interstellaire.  

De plus, on suppose que cette 
couche de GES n’absorbe pas 

le rayonnement solaire Es mais 
qu’elle absorbe entièrement  
le rayonnement terrestre Ep. 

Voyons quel impact a l’adoption de cette  
hypothèse sur le modèle mathématique  
obtenu en (5).

De cette hypothèse, il découle que la couche  
de GES est chauffée uniquement par le rayon-
nement terrestre Ep et qu’en conséquence, 

Selon le principe d’équilibre  énergétique, si  
la température (moyenne) de la Terre est 
constante, alors il existe un équilibre entre la 
chaleur Es qu’elle reçoit et la chaleur Ep qu’elle 
dégage en tant que corps chaud dans l’espace.  
Mathématiquement, ceci s’écrit

	 Es = Ep .     	 (4) 

Étant donné que la chaleur Ep  émise par la Terre 
satisfait aussi la loi de Stefan-Boltzmann,  
on peut substituer (1) et (3) dans (4) et isoler 
Tp afin d’obtenir

	 T
T R

Dp
s s=
2

. 	 (5)

Échange d’énergie
planète sans atmosphère

Flux solaire  F

Surface d’émission 
de la radiation planétaire 4πR 2

(surface entière de la sphère)

Planète sphérique
de rayon R

Surface exposée
au rayonnement 
solaire πR 2
(section de la sphère)

Ombre de la planète
sur un plan perpendiculaire 
aux rayons du Soleil
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cette couche rayonne une quantité totale  
d’énergie 2H, dont la moitié, H, est dirigée 
vers l’espace et l’autre moitié vers la Terre. 
Tout ceci est illustré dans la figure suivante.

À l’interface entre l’espace et la couche de 
GES, l’équilibre énergétique s’écrit

	 Es = H.	 (6)

À l’interface entre la couche de GES et la Terre,  
l’équilibre énergétique s’écrit

	 Es + H = Ep.	 (7)

Si l’on substitue (6) dans (7), on obtient  
2Es = Ep ce qui nous permet de déduire comme 
auparavant que

 	 T
T R

Dp
s s= 2
2

4 . 	 (8)

En acceptant les hypothèses, on obtient que 
la température est d’environ 2 124 ≈ , fois plus 
élevée que sans la couche de GES. Il est à  
noter que cette relation n’est valide que si la 
température est en degrés kelvin.

Une planète  
avec N couches de GES
Essayons maintenant de modéliser l’impact  
sur la température de N fois plus de GES 
dans l’atmosphère. Afin d’obtenir un modèle  
simple et calculable, on suppose que les  
GES se séparent en N couches distinctes et 
uniformes réparties entre la surface de la 

planète et l’espace,  
comme dans la figure 
ci-contre.

Chaque couche per-
met à la chaleur Es du 
Soleil de traverser mais  
absorbe entièrement 
la chaleur Ep de la 
planète ou celle des 
couches avoisinantes.

L’équilibre énergétique à l’interface entre 
l’espace et la première couche s’écrit

Es = H1. 

À l’interface entre la première et la deuxième  
couche de GES, l’équilibre  énergétique nécessite  
que l’énergie qui traverse cette interface soit 
égale à l’énergie qui s’en dégage, donc

Es + H1 = H2 . 

À l’aide des deux formules précédentes, on 
voit immédiatement que 2Es = H2. En conti-
nuant de la même manière, on obtient qu’à 
l’interface entre la (k – 1)e couche et la k e 
couche on a 

Es + Hk–1 = Hk  et  kEs = Hk  .  

À la surface de la planète, l’équilibre énergé-
tique est

	 Es + HN = Ep  	

ou bien, à l’aide des relations précédentes, 
tout simplement,

	 (1 + N)Es = Ep .	  

En appliquant ensuite la loi de Stefan-Boltzmann  
aux deux membres de cette équation et en 
isolant la température Tp , on obtient

	 T N
T R

Dp
s s= +1
2

4 	 (9)

qui généralise à la fois (5) où N = 0 et (8) 
où N = 1.

Conclusions
Avant de substituer les valeurs de Ts , Rs , D 
et N dans nos formules, il serait préférable 
de prendre un peu de recul et d’examiner la  
validité de nos modèles.

Notre premier modèle, pour une planète sans 
atmosphère, ne dépend que de deux principes  
physiques bien établis : la conservation de 
l’énergie et la loi de Stefan-Boltzmann. On 
s’attendrait donc à ce que la formule (5) soit 
relativement précise.

Dans le cas de la Lune et de notre Soleil, on a  
Ts = 5 780 K, Rs = 6,7 × 105 km, D = 1,5 × 108 km 
et le modèle prédit Tp = 278 K ou 5 °C. En réalité, 
la surface de la Lune est grise et environ 
14 % de la lumière du Soleil est réfléchie2. 
Un meilleur modèle serait de remplacer 
l’équation (4) par 0,86Es = Ep ce qui don-
ne une prédiction de 239 K, beaucoup plus  
proche de la vraie valeur de 220 K.

DossierDéveloppement
                     durable
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Impact des gaz à effet de serre  |  Marc Laforest  •  École Polytechnique, Montréal

Dans le cas des deux autres modèles, on a 
supposé que la quantité de GES est telle 
qu’elle forme un nombre entier de couches 
uniformes, distinctes, et opaques au rayon-
nement de la chaleur terrestre. Bien sûr, ceci 
est une simplification de la réalité car les 
GES ne forment pas des couches opaques. 
En effet, les GES dans l’atmosphère terrestre  
ne bloquent que 78% du rayonnement  
terrestre Ep. C’est-à-dire que nous n’avons pas 
une couche complète de GES. De plus, environ  
30 % de la lumière du Soleil est réfléchie, 
principalement par les nuages et la neige  
au sol. Il est donc apparent que même 
avec les vraies valeurs de Rp = 6 370 km et 
D = 150 ×108 km pour la Terre, les prédictions 
de (8) et (9) ne peuvent être représentatives 
pour celles-ci.

Nous reconnaissons donc que le modèle ne 
tient compte, ni de l’effet de l’albédo, ni de 
l’opacité des couches. L’albédo est le rapport 
de l’énergie réfléchie sur l’énergie solaire  
incidente : il dépend de la couleur de la planète  
(par exemple, la glace réfléchit plus que 
l’océan). Toutefois, il est facile de se convaincre 
que le taux de rayonnement réfléchi par la 
planète, disons a, a pour effet de modifier 
les formules (8) et (9) par un facteur 14 −a .  
Ceci ne change en rien la dépendance de Tp 

sur 14 +N .  Quant à l’opacité des couches, 
c’est-à-dire l’absorption, pour en tenir 
compte, on doit modifier le facteur 14 +N  et 
le remplacer par une quantité qui ne dépend  
pas de N,  le nombre de couches de GES, 
mais directement de l, la quantité de GES 
dans l’atmosphère. Malheureusement, un 
autre modèle serait nécessaire pour établir 
la relation entre N, qui n’est qu’une notion 
abstraite, et l la quantité réelle de GES dans 
l’atmosphère. 

Ce que représente cette augmentation des  
GES, en termes économiques, et l’augmentation  
de la température, en termes météorologiques 
— voilà de quoi nourrir les recherches multi-
disciplinaires de météorologues, biologistes 
et économistes.

Pour le lecteur, apprivoiser des modèles simples  
de ces phénomènes permet de mieux com-
prendre les relations non linéaires qu’on y  
rencontre, comme l’équation (14). Cela permet  
aussi de voir la limite des hypothèses choisies  
et de participer de manière plus éclairée aux 
décisions sur les enjeux planétaires.

–18° C

Sans atmosphère

+15° C

Avec atmosphère

??° C

Planète avec
N couches de GES

Les GES sont les gaz qui permettent  à la  
chaleur du Soleil (sous la forme de lumière  
visible) d’atteindre le sol tout en empê-
chant une fraction de la chaleur émise 
par la Terre (sous la forme d’ondes infra-
rouges) de se rendre dans l’espace. Les 
GES ont pour effet qu’une partie de la 
chaleur émise par la Terre doit chauffer  
l’atmosphère qui, par la suite, doit  
dégager sa chaleur en partie dans l’espace.  
La vie est possible grâce à l’effet de serre  
qui maintient une température propice 
à la vie. 

Les GES sur la Terre

2.	 Ce phénomène s’appelle l’albédo d’une planète.
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La constante utilisée pour exprimer la relation entre la 

température et l’énergie rayonnée par un corps noir est 

appelée constante de Stefan-Boltzmann en hommage 

aux physiciens Jožef Stefan et Ludwig Boltzmann. Qui 

étaient ces savants ?

Jožef Stefan
Le physicien et mathématicien slovène Jožef 
Stefan est né en 1835 dans le village  de 
Sveti Peter (Saint-Pierre) près de Klagenfurt  
(Celovec) qui faisait alors partie de l’Autriche-
Hongrie.

Issu d’une famille modeste, son père était 
ouvrier fraiseur et sa mère servait comme 
bonne, Stefan a manifesté de grandes apti-
tudes dès l’école primaire, puis au lycée de 
Klagenfurt. 

Il songea d’abord à se faire moine, mais 
décida de partir étudier les mathématiques et 
la physique à Vienne en 1853.

Diplômé de mathématiques et de physique en 
1857, il enseigna la physique tout en réalisant  
des travaux en optique, en particulier sur 
la biréfringence1 du quartz, pour lesquels il 
reçut le premier prix Lieben en 1865. Il devint 
directeur de l’Institut de physique en 1866, 
puis vice-président de l’Académie de Vienne.

Il fut honoré dans de nombreuses universi-
tés à l’étranger, rédigea plus de 80 articles  
scientifiques dont sa publication de 1879 sur 
le rayonnement du corps noir où il énonce la loi 

F = sT 4

où F est le flux de chaleur émis par un objet 
dans le vide chauffé à une température T 
degrés kelvins (K). Cette loi est connue sous 
le nom de loi de Stefan-Boltzmann, car c’est 
son élève Ludwig Boltzmann qui en a fourni 
la justification théorique.

À partir de cette loi, Stefan détermina la  
température de la surface du Soleil (5430 °C),  
la conductivité thermique de nombreux gaz 
ainsi que la conduction de la chaleur par  
les fluides.

Il s’est intéressé à l’électromagnétisme à la 
suite des travaux de Maxwell (James Clerk, 
1831-1879), auxquels il a apporté plusieurs 
perfectionnements.

Le principal problème auquel Stefan s’est 
attaqué consistait à décrire l’évolution dans 
le temps d’une interface solide-liquide au 
cours d’un changement de phase. L’idée était 
de pouvoir prédire la position de l’interface 
ainsi que la température des phases. Le 
physicien slovène en a donné la première 
illustration dans son article « Sur la formation  
des glaciers, en particulier les glaciers des 
mers polaires ».

En plus de ses études scientifiques, Stefan  
a écrit des poèmes et des œuvres littéraires 
en slovène. Il est mort à Vienne en 1893.

1.	 �La biréfringence est la propriété physique d’un matériau 
dans lequel la lumière se propage de façon anisotrope, 
c’est-à-dire qu’elle dépend de la direction. Dans un milieu 
biréfringent, l’indice de réfraction n’est pas unique, il 
dépend des directions de propagation et de polarisation 
du rayon lumineux.

	 �Un effet spectaculaire de la biréfringence est la double 
réfraction par laquelle un rayon lumineux pénétrant dans 
le cristal est divisé en deux.
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Grands physiciens mathématiciens  |  André Ross •  Professeur de mathématiques

C’est à Ludwig Boltzmann que l’on doit les premières utilisations 

de la statistique dans l’étude de phénomènes physiques. Ses 

travaux étaient basés sur l’hypothèse de l’existence des atomes, 

hypothèse qui remonte à Démocrite d’Abdère (~460 à ~370) 

mais qui n’était pas encore reconnue comme scientifiquement 

valide ou même acceptable à l’époque de Boltzmann.

Ludwig Boltzmann
Le physicien autrichien Ludwig Boltzmann 
est né à Vienne en 1844 et est mort à Duino 
en 1906.  Il obtint son doctorat à l’Université 
de Vienne en 1866, avec une thèse sur la 
théorie cinétique des gaz, dirigée par Jožef 
Stefan, dont il devint ensuite l’assistant. Il a 
étudié successivement à Graz, à Heidelberg 
et à Berlin, où il suivit les cours de Bunsen  
(Robert Wilhelm, 1811-1899), Kirchhoff 
(Gustav, 1824-1887) et Helmholtz (Hermann, 
Ludwig von, 1821-1894). 

Boltzmann est considéré comme le père de la 
physique statistique et un fervent défenseur 
de l’existence des atomes. En érigeant une 
théorie basée sur une fonction de distribution  
décrivant de façon probabiliste l’état d’un 
système de particules dans l’espace des posi-
tions et dans celui des vitesses, il a validé 
l’hypothèse de Démocrite selon laquelle  
« la matière peut être considérée comme un 
ensemble d’entités indivisibles ». À partir des lois 
classiques des chocs élastiques, il a développé  
une équation d’évolution non linéaire pour 
cette fonction de distribution, baptisée depuis 
équation cinétique de Boltzmann. Cette théorie 
a permis de retrouver de façon théorique  
de nombreux coefficients empiriques de la 
physique, justifiant toutes les équations de la 
mécanique des fluides. 

Boltzmann a également développé une 
réflexion philosophique sur les sciences. 
Inspiré par les travaux de Charles Darwin, 
il considèrait que les théories scientifiques 
sont des « images du monde » susceptibles  
d’évoluer en fonction de notre cadre  
culturel. Pour lui, le développement de la 

connaissance consistait principalement en 
une élaboration de modèles. Il a présenté 
cette idée dans un article intitulé Modèle 
rédigé pour l’Encyclopædia Britannica. Ces  
conceptions ont eu une grande influence sur 
le positivisme logique du Cercle de Vienne, 
ainsi que sur la pensée du logicien Ludwig 
Wittgenstein, qui a reconnu dans la pensée 
de Boltzmann une de ses influences principales.  

Les travaux de Boltzmann en physique lui 
ont valu une vigoureuse hostilité de la part 
de ses confrères qui ne reconnaissaient pas 
l’existence des atomes. Ces conflits l’ont 
mené à des crises de dépression et à une  
première tentative de suicide à Leipzig, puis à 
une seconde à Duino, qui lui fut fatale. 

Boltzmann est maintenant reconnu comme 
un des pilliers de la physique moderne, 
au même titre que Maxwell, Einstein et  
Schrödinger. Sa théorie  
très mathématique  
permet de faire le 
pont entre la physique 
quantique, à l’échelle 
moléculaire, et la  
physique macroscopique,  
à l’échelle à laquelle 
on l’observe. À l’heure 
actuelle, sa théorie  
est la source de nom- 
breux problèmes mathé- 
matiques extrêmement  
riches, ainsi que le 
fondement moderne de la modélisation des 
matériaux complexes. 

Phénomène macroscopique 
explication microscopique

Un ballon gonflé conserve sa forme parce 
que la pression est la même en tout point 
de sa surface intérieure. Dans l’approche 
de Boltzmann, cette pression est le résul-
tat du bombardement constant de cette 
surface par les molécules de gaz. C’est ce 
type d’explication d’un phénomène mac-
roscopique expliqué par un comporte-
ment au niveau microscopique qui valut à 
Boltzmann l’hostilité de ses confrères.
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Comment peut-on s’assurer que les déchets résidentiels ou industriels 
n’altéreront pas la qualité de l’eau de la nappe phréatique ?  

La modélisation mathématique de l’écoulement des eaux souterraines 
s’avère cruciale dans l’étude de l’impact environnemental de sites 

d’enfouissement ou de projets de développement industriel.

Comme nous en sommes de plus en plus 
conscients, l’activité humaine peut modifier  
profondément l’environnement. Et c’est  
souvent là où les interactions sont les moins 
visibles que les impacts peuvent être les plus 
grands. C’est le cas des eaux souterraines 
où des matières polluantes venant de sites 
d’enfouissement ou d’activités industrielles 
peuvent s’infiltrer et être transportées. Ce 
phénomène peut entraîner une contamina-
tion de l’eau destinée à la consommation ainsi 
que des cours d’eau, lacs et terres humides  
en contact avec cette eau souterraine. 

France Caron  
Université de Montréal 

André Garon
École Polytechnique, 

Montréal
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Il revient normalement aux ingénieurs de 
s’assurer qu’un projet de développement 
ou d’utilisation d’un site tienne compte des  
exigences, pratiques et règlements, en matière  
d’environnement et de développement durable.  
Cela implique notamment la considération 
des impacts environnementaux potentiels 
à court et à long termes et l’élaboration de 
programmes de prévention de la pollution et 
de réduction des déchets. Pour l’ingénieur, 
ces obligations à l’égard de l’environnement 
doivent être mises au premier plan, au même 
titre que celles liées à la santé et à la sécurité.

L’évaluation du risque de contamination  
de l’eau de la nappe phréatique repose sur la 
modélisation mathématique et la simulation  
de l’écoulement des eaux souterraines. Des  
logiciels spécialisés existent pour effectuer ces 
simulations, mais la qualité des prédictions  
dépend de l’adéquation de la modélisation qui 
a été menée pour décrire le milieu à l’étude  
et de l’applicabilité pour ce milieu des méthodes  
et hypothèses utilisées par le logiciel.

L’eau sous nos pieds
Un modèle bien caché

Entre 2008 et 2010, le projet d’un site d’en-
fouissement dans le comté de Simcoe  
(Ontario) s’est heurté à une vigoureuse  
opposition de citoyens inquiets de la menace  
que faisait planer ce site sur la qualité de 
l’eau potable de la région. Une étude réalisée  
par une firme d’ingénieurs à partir de simu-
lations réalisées avec le logiciel MODFLOW 
soutenait que le site ne  
représentait pas un danger 
pour la nappe phréatique.  
S’appuyant sur la loi sur 
l’accès à l’information, le 
regroupement de citoyens 
demanda à connaître le modèle et les  
données utilisés par la firme pour les  
simulations. N’étant pas en mesure de se 
conformer à cette demande, le comté dut 
reculer dans son projet.
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L’eau sous nos pieds | France Caron et André Garon • Université de Montréal et École Polytechnique, Montréal

Ce principe s’applique aussi bien à grande  
échelle qu’à petite échelle. Pour isoler les  
paramètres et variables qui interviennent 
dans la modélisation du débit, considérons ce 
qui se passe au niveau d’un très petit volume 
de contrôle (entre les points a et b) le long 
d’une ligne de courant. Les différentes gran-
deurs susceptibles d’affecter le débit sont :

•	 la différence de pression Pb – Pa ,

•	 la longueur L du volume de contrôle,

•	 la section A du volume de contrôle,

•	 la perméabilité K du milieu.

Comme l’a établi dans ses expériences Henry  
Darcy, si l’on fait varier une seule de ces gran-
deurs à la fois, on constate que le débit Q est :

a.	 proportionnel à la différence de pression 
∆P = Pb – Pa ,

b.	 proportionnel à la perméabilité K du milieu, 

c.	 proportionnel à la surface A de la section 
de passage de l’eau dans le volume,

d.	 inversement proportionnel à la longueur L 
du volume

Darcy a donc postulé la relation suivante entre 
toutes ces variables :

 Q KA
P P

L
b a= − −( )

.

Le signe négatif permet de rendre compte  
de la direction de l’écoulement : un fluide 
s’écoule toujours d’un point de haute pression 
(Pa ) vers un point de basse pression (Pb). C’est 
d’ailleurs ce qui se passe avec les systèmes  
météorologiques. 

On peut établir un lien entre cette équation  
et l’équation ∆V = RI qui lie, en électricité, 
un courant I à une différence de tension V 
et une résistance R. En considérant le milieu, 
caractérisé par le rapport L /(KA) comme une 
résistance à l’écoulement de l’eau souterraine, 
on a bien, au signe près, ∆P = RQ.

Lorsqu’on réduit la taille du volume de contrôle  
(section et longueur) et qu’on passe à la  
limite, on peut réécrire l’équation de Darcy  
sous forme différentielle et caractériser  
ainsi la vitesse de filtration u le long de la 
direction principale :

 u K
dP
dx

= −

avec u
Q
A

dP
dx

P P
LA L

b a= = −
→ →

lim lim .
0 0

et

La loi de Darcy
Parmi les éléments de modélisation mis à 
contribution dans ces logiciels, on retrouve 
la célèbre « loi de Darcy » qui permet de lier le 
débit dans un aquifère (couche du sous-sol  
saturée en eau) à la différence de pression 
entre deux points de l’aquifère. Cette dif-
férence de pression, directement liée à la  
différence de hauteurs (H1 - H2) qu’atteindrait 
l’eau dans un puits ouvert en ces points,  
engendre un mouvement de l’eau dans 
l’aquifère dont on peut mesurer le débit Q.

L’eau sous nos pieds
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Un milieu saturé
Du fait de leur âge respectable, bien des 
aquifères constituent un milieu saturé, qui 
ne peut absorber davantage d’eau : cette 
conservation de la masse d’eau fait en sorte  
qu’en tout point du milieu, s’il n’y a pas d’autres 
sources ou puits impliqués, la quantité  
d’eau qui entre doit être égale à celle qui sort. 

Cette propriété équivaut à une variation nulle  
de la vitesse 

 
du
dx

d
dx

K
dP
dx

=






 =0 0etdonc .

Si la composition d’un aquifère ne varie  
pas dans l’espace, le milieu est dit homogène 
et K est constant à travers le domaine. 
On peut alors procéder à une simplifi-  
cation de l’équation ci-haut (d 2P/dx2 =0) et 
obtenir par conséquent une pression et une 
hauteur toutes deux linéaires en fonction de x. 

Dans le cas d’un écoulement unidirectionnel  
dans un aquifère hétérogène, K dépend de x 
et les fonctions de pression et de hauteur ne 
seront linéaires que par morceaux. 

Passage au 3D
Le modèle précédent supposait qu’on pouvait 
ramener l’écoulement à une seule dimension,  
dans la direction de la pente de l’aquifère.  
Comme ça n’est pas toujours le cas, il 
convient de généraliser le modèle à l’espace 
tridimensionnel. En considérant maintenant 
la vitesse de filtration (ou le flux) comme un 
champ de vecteurs   u  dans l’espace, la loi de 
Darcy devient en 3D :

 = –K(∇P – ρgez )  u 

où ∇P est le gradient de la fonction pression 
et où  ρgez  est le vecteur associé à la gravité. 
Le flux va dans la direction où la chute de 
pression est la plus grande, c’est-à-dire celle 
opposée au gradient de pression.

DossierDéveloppement
           durable

Né à Dijon, Henry  
Darcy perdit son 
père à l’âge de 
14 ans. Grâce à 
la détermination  
de sa mère, il put 
fréquenter les 
meilleures écoles.  
Remarqué pour sa  
facilité à conce- 
voir et son assi-
duité au travail, il 

obtint à 23 ans son diplôme d’ingénieur civil. 

En 1834, il élabora un ambitieux plan  
d’alimentation en eau pour la ville de Dijon, 
dont l’état d’insalubrité préoccupait l’admi-
nistration publique depuis trois siècles. Ce 
plan comprenait la dérivation d’une source 
distante de 12 km et la distribution de l’eau à 
travers un réseau d’aqueducs, de conduites  

et de fontaines. Le plan fut approuvé, et 
Darcy put en diriger l’exécution. En 1847, 
Dijon devint ainsi l’une des villes les mieux 
approvisionnées en eau potable.  

En 1856, Henry Darcy publie Les Fontaines 
publiques de la ville de Dijon, où il décrit la 
réalisation du projet et expose les principes 
qui doivent guider les ingénieurs dans ce 
type de travail. C’est aussi dans cet ouvrage  
qu’il fait le récit des expériences qu’il a 
conduites pour déterminer les lois de l’écou-
lement de l’eau à travers les sables. C’est là 
qu’il établit l’équation qui deviendra connue 
sous le nom de « loi de Darcy ».  

Henry Darcy 
(1803 - 1858)
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L’eau sous nos pieds | France Caron et André Garon • Université de Montréal et École Polytechnique, Montréal

Notons de plus que si le milieu n’est pas  
homogène, K devient ici une matrice.

La conservation de la masse peut ici s’écrire  
en faisant appel au concept de divergence 
relativement au champ de vecteurs associé 
au flux.

= ∇.u = 0. 
 
u div

En résolvant ce système d’équations, on trouve  
le champ de vecteurs-vitesse   u  qui détermine 
les lignes de courant et donc la trajectoire de 
l’eau souterraine. 

Comme en général il n’existe pas de solution  
analytique, on fait appel à des méthodes  
numériques, programmées dans les logiciels 
spécialisés. La qualité des résultats dépend 
de la finesse avec laquelle on a caractérisé 
le milieu et de l’adéquation des méthodes  
utilisées à reproduire dans le transfert de  
l’information numérique le flux physique  
en jeu.

La divergence d’un champ de vecteurs
La divergence d’un champ de vecteurs est une mesure de la dispersion du flux.  Pour un 
champ de vecteurs V = (u, v, w)  défini dans l’espace cartésien, la divergence au point (x, y, z) 
s’exprime ainsi :

∇.V ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )x y z
u
x

x y z
v
y

x y z
w
z

x y z= ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

Une valeur positive de la divergence (i) correspond à une expansion du flux, alors qu’une 
valeur négative (ii) correspond à une compression du flux.  Une divergence nulle en tout 
point témoigne d’un flux conservatif, en masse et en volume. 

Le gradient d’une fonction
Le gradient en un point d’une fonction scalaire à plusieurs variables  
est un vecteur qui représente la variation locale de la fonction 
en ce point par rapport à la variation de ses différentes variables.  
Pour une fonction f à trois variables définie dans l’espace cartésien, 
le gradient ∇f  au point (x, y, z) s’exprime ainsi :

∇f x y z
f
x

x y z
f
y

x y z
f
z

x y z( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )= ∂
∂

∂
∂

∂
∂









La direction du gradient en un point correspond à celle où la  
fonction augmente le plus rapidement à partir de ce point, et sa 
grandeur témoigne de la rapidité de cette augmentation.  

L’ensemble des vecteurs gradients associés aux différents points 
du domaine de la fonction constitue un champ de vecteurs.
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La forêt est aménagée pour la production de 
bois, selon les principes de rendement soutenu 
et de développement durable qui nécessitent 
une prise en compte de l’impact de l’aména-
gement sur un large ensemble de valeurs. Un 
tel exercice implique un regard à des échelles  
spatiales allant du peuplement à celui du 
territoire dans lequel se situe ce peuplement.  
Les secteurs impliqués sont aussi multiples, 
allant de l’infrastructure industrielle dépen-
dante des marchés par le jeu de l’offre et de la 
demande, aux enjeux sociaux-économiques  
liés au maintien d’habitat et de paysages en 
fonction du récréo-tourisme et de l’utilisation  
traditionnelle du territoire. 

Pour planifier de telles opérations, il faut 
donc bien connaître la forêt dans le territoire 
sous aménagement. Une partie essentielle de 

Louis-Paul Rivest 
Université Laval 
Pierre Bernier 

Centre de foresterie  
des Laurentides
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Aspects statistiques de la gestion forestière  |  Louis-Paul Rivest  •  Université Laval
Pierre Bernier  •  Centre de foresterie des Laurentides

La forêt est une ressource économique dont l’exploitation  
contribue à l’enrichissement collectif. L’enjeu de l’utilisation  

de toute ressource naturelle renouvelable est évidemment  
d’en faire une gestion qui ne compromet pas  

l’intégrité du milieu. Comment y parvient-on ?

Aspects statistiques de la gestion forestière

cette information comprend la composition, 
l’âge, la densité et la répartition spatiale des 
peuplements forestiers. L’inventaire forestier 
permet de recueillir ces informations.

L’inventaire forestier
L’objectif d’un inventaire forestier est d’estimer  
les caractéristiques de la forêt dans un ter-
ritoire donné que nous appellerons unité  
d’aménagement forestier (UAF). Au Québec, les 
UAF ont des tailles allant de moins de 150 km2 
à plus de 20 000 km2. Nous nous intéresserons 
ici pour fins d’exemple à deux variables,  
le volume marchand d’essences feuillues et 
le volume marchand d’essences résineuses  
exprimés en m3 par hectare. Le volume 
marchand est le volume de bois dans les  
tiges dont le diamètre à une hauteur de 

Un exemple simple de photo-interprétation
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1.3m dépasse une valeur minimale en bas de  
laquelle les tiges sont considérées comme 
trop petites pour une utilisation industrielle.  
Pour déterminer exactement ces deux volumes  
dans une UAF, il faudrait, en théorie, mesurer 
précisément le volume de tous les arbres de 
l’UAF, une tâche évidemment irréaliste. C’est 
là qu’interviennent les techniques d’échan-

tillonnage statistique : on détermine dans 
un premier temps les deux volumes dans une 
portion de l’UAF judicieusement sélectionnée.  
On extrapole ensuite les résultats à l’UAF 
toute entière.

En pratique un inventaire forestier est réalisé  
en deux étapes. On mesure d’abord des  
variables associées aux volumes d’intérêt 
dans l’ensemble du territoire à l’étude. Pour 
ce faire on peut par exemple utiliser des  
photographies aériennes à haute résolution. 
En étudiant attentivement les photos, des 
analystes expérimentés découpent une UAF 
en polygones forestiers homogènes. Sans aller  
sur le terrain, ils peuvent estimer la hauteur  
des arbres du polygone, le pourcentage de la 
surface occupé par les feuillus et le pourcentage  
occupé par des résineux. L’interprétation de 
photo aérienne est la méthode classique de 
réalisation de la première étape d’un inventaire.  
Dans un avenir rapproché l’UAF pourrait 
plutôt être découpée en « pixels » forestiers  
correspondant à l’aire couverte par un des  
« points » de l’image numérique. Des variables  
telles que l’intensité de la réflectance des bandes  
spectrales dans chaque pixel, ou la variation  
spatiale de la réflectance entre les pixels 
voisins extraites de ces images, pourraient  
alors être associées aux variables forestières  
désirées telles que les volumes de bois  
présents dans le pixel ou dans le groupe de 
pixels forestiers.

Pour la deuxième étape il faut sélectionner  
au hasard des placettes dans le territoire  
et envoyer dans chacune une équipe d’in-
ventaire qui, en mesurant tous les arbres  
qui s’y trouvent, évaluent les volumes des 
essences résineuses et de feuillues, en 

Aspects statistiques de la gestion forestière  |  Louis-Paul Rivest  •  Université Laval
Pierre Bernier  •  Centre de foresterie des Laurentides

m3 par hectare. Ensuite vient le problème 
de l’interpolation : il faut prédire les deux 
volumes d’intérêt dans les parties de l’UAF 
qui n’ont pas été visitées par les fores-
tiers. Plusieurs méthodes statistiques sont  
disponibles pour faire ce travail. Nous nous 
intéresserons ici plus particulièrement à des  
méthodes de type « plus proche voisin » qui sont 

souvent présentées en utilisant l’acronyme  
anglais « kNN » pour « k nearest neighbors ». 

L’inventaire forestier  
au Québec
Au Québec, la forêt exploitée à des fins com-
merciales couvre près de 600 000 km2 au sud 
du 52e parallèle comme illustré dans la figure 
ci-dessous. On y récolte annuellement environ  
40 millions de m3 de bois. Le Québec utilise 
un inventaire forestier décennal qui couvre an-
nuellement environ 10 % de la forêt exploitée.  
L’inventaire québécois utilise la photo- 

Aspects statistiques de la gestion forestière

La zone d’inven-
taire intensif de la 
forêt québécoise se 
trouve au sud du 
52ième parallèle.
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La carte et les deux figures de l’article ont 
été gracieusement fournies par le Ministère 
des Ressources naturelles et de la Faune du 
Québec
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interprétation faite à partir de photos prises 
à l’échelle 1/15 000 pour délimiter des poly-
gones forestiers homogènes d’une superficie  
de quelques hectares. La figure accompagnant  
le titre de cet article présente, de façon très 
simplifiée, la construction des polygones  
forestiers à partir d’une photo où le cartographe  
a déterminé les frontières entre des peuplements  
homogènes. En pratique la photo-interprétation  
est une opération beaucoup plus complexe 
impliquant l’identification et la codification 
d’un nombre important de variables à partir  
de paires de photos vues en stéréoscopie. 
La figure ci-haut donne une vraie photo- 
interprétation réalisée lors d’un inventaire. 
Chaque polygone reçoit un nom qui résume  
l’information recueillie par le photo-interprète. 

Estimation par la méthode 
du plus proche voisin :  
Un exemple
En pratique de grands ensembles de données 
sont récoltés aux deux étapes d’un inventaire.  
Evidemment une UAF normale contient des  
dizaines de milliers de polygones. À des fins  
d’illustration nous considérons une UAF fictive,  
de forme carrée, qui se divise en 25 unités  
homogènes que nous nommerons ici « pixels » 
car ils sont décrits par leurs propriétés  

spectrales et non pas par photo-interprétation. 
Cette UAF est représentée dans le tableau  
ci-dessous. Deux mesures ont été prises sur 
les 25 pixels de la photo, l’intensité de rouge  
(x1) et de bleu (x2). Les valeurs de ces deux 
variables pour les 25 pixels de la photo sont 
données dans le tableau de la page suivante.  
Les trois premières colonnes de ce tableau  
représentent l’information à la fin de la  
première étape de l’inventaire.

Une photo  
interprétation  
réalisée pour  
un inventaire  

forestier québécois. 
Les lignes blanches  

délimitent les  
polygones. 

Chaque polygone  
a un nom  

qui résume  
l’information  

extraite de la photo. 

Unité d’aménagement forestier (UAF)
contenant 25 pixels forestiers

1
6

11
16
21

2E
7

12
17E

22

3
8

13E
18
23

4
9

14
19E

24

5E
11
15
30
25
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A l’étape 2, on tire 5 des 25 pixels de la forêt  
au hasard ; les pixels tirés sont identifiés 
par la lettre E dans le tableau précédent. Ils  
portent les numéros 2, 5, 13, 17 et 19. Des 
techniciens forestiers se rendent sur le terrain  
et mesurent les volumes en essences résineuses  
et de feuillues en m3 par ha dans les 5 pixels 
sélectionnés. On retrouve le plus de feuillus 
dans le pixel 13 (87 m3 par ha) alors que c’est 
le pixel 17 qui contient le plus de résineux 
(41 m3 par ha). Ces données apparaissent aux 
colonnes 4 et 5 du tableau 1, seulement pour 
les cinq pixels sélectionnés.

Il faut maintenant prédire les volumes dans 
les 20 pixels non visités, tâche que nous allons  
réaliser au moyen de la méthode du plus proche  
voisin (kNN avec k=1 car un seul voisin  
intervient dans les prédictions). On va déter-
miner, pour chacun de ces 20 pixels, le pixel 
visité le plus proche dans l’espace spectral  
déterminé par les variables x1 et x2. Pour évaluer 
la proximité de deux pixels, on utilise la  
distance euclidienne calculée avec les inten-
sités de couleur x1 et x2. Considérons le pixel 
numéro 1 avec x1 =2.9 et x2 =3.5. La distance 
euclidienne entre ce pixel et le pixel numéro 
2 pour lequel x1 =3.3 et x2 =3 est 

d( , ) ( , , ) ( , ) ,12 2 9 3 3 3 5 3 0 642 2= − + − =

On calcule de même la distance entre le pixel 1  
et les quatre autres pixels visités ; ces quatre 
distances sont 2,24; 3,11; 2,13 et 3,51. Parmi 
les 5 pixels visités, le plus proche voisin du 
pixel 1 est donc le pixel 2.  

Dans le tableau à droite et en haut de la page, 
la colonne intitulée « voisin » prend donc la 
valeur 2 pour le pixel 1. Pour ce pixel, les  
variables volume de feuillu et volume de  
résineux vont donc être prédites par les  
valeurs du pixel 2 (Résineux=31, Feuillu=48). 
Les deux dernières colonnes du tableau 1 
donnent les valeurs prédites pour chaque 

pixel par la méthode du plus proche voisin. 
Les valeurs prédites sont les valeurs obser-
vées pour les plus proches voisins donnés à 
la colonne « Voisin ».

Dans ce tableau, on voit que le pixel 2 est le 
plus proche voisin de 5 des pixels non visi-
tés. On dénombre également que les pixels 
5, 13, 17, 19 sont les plus proches voisins de  
respectivement 4, 1, 7, et 3 des pixels non 
visités. Les estimations, par la méthode du 
plus proche voisin, des volumes des essences  
résineuses et feuillues pour l’UAF sont des 
moyennes de 25 valeurs qui sont soit observées  
soit prédites. Pour le volume de résineux on a :

Données et prédictions kNN 
pour l’exemple d’inventaire forestier

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

2,9
3,3
4,1
4,5
4,9
2,3
2,8
3,6
3,7
4,4
1,7
2,1
6,0
7,8
7,4
1,2
1,3
5,7
6,4
6,6
0,4
0,7
4,8
5,2
5,9

3,5
3,0
2,3
5,3
4,5
4,7
4,5
3,0
1,9
1,0
5,3
4,4
3,3
2,9
2,3
5,5
4,9
4,4
3,3
3,0
6,3
5,7
5,0
4,2
3,7

31

32

24

41

16

48

58

87

8

81

2

2
5

17
17
2
2
2

17
17

19
19
17

5

19
17
17
5
5

13

31

31
32

41
41
31
31
31
41
41

16
16
41

32

16
41
41
32
32
24

48

48
58

8
8

48
48
48
8
8

81
81
8

58

81
8
8

58
58
87

Pixel

Résineux
Feuillu

FeuilluP

Voisin
RésineuxPx1 x2
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Alors que pour les feuillus l’estimation est

Notons que pour réaliser ces estimations il 
a fallu déterminer les plus proches voisins 
des 20 pixels non visités, ce qui a nécessité le 
calcul de 20×5=100 distances euclidiennes. 
Même pour ce petit exemple, il faut utiliser 
l’ordinateur pour automatiser le calcul de ces 
distances. Il n’est pas question de les évaluer 
à la main. Pour de vrais inventaires, avec des 
centaines de polygones visités et des dizaines 
de milliers de plus proches voisins à calculer, 
un ordinateur avec une grande puissance de 
calcul est nécessaire pour faire ce travail.

Précision des estimations
Une alternative simple à l’estimation par la 
méthode du plus proche voisin est de sim-
plement prendre la moyenne des valeurs  
observées pour estimer la moyenne dans 
toute l’UAF. Cette façon de faire donne

Résineux

au lieu du 32,04 m3 de la section précédente. 
De même pour les feuillus la moyenne des  
5 volumes observés donne 56,4 m3 par hectare 

au lieu de 44,28 m3. Cette méthode, par la 
moyenne, est-elle plus (ou moins précise) 
que la méthode du plus proche voisin ?

Pour comparer les deux méthodes, on utilise  
une technique appelée « validation croisée ».  
On retire à tour de rôle un des pixels visités  
du jeu de données et on utilise les quatre  
pixels visités restants pour assigner au 
pixel retiré une valeur pour chaque variable  
d’intérêt, selon la méthode du proche voisin 
ou la méthode d’estimation par la moyenne. 
Les calculs sont résumés au tableau ci-dessous.

Pour le pixel 2, les distances euclidiennes, 
calculées à l’aide des variables x1 et x2, avec 
les 4 autres pixels visités sont respectivement 
2,19; 2,72; 2,76 et 3,11. Le plus proche voisin, 
à une distance de 2,19, est le pixel 5. Les  
valeurs prédites par la méthode du plus  
proche voisin pour les volumes des essences 
résineuses et de feuillues du pixel 2 sont 32 m3 
et 58 m3 respectivement, telles que données 
dans les colonnes « RP » (pour Résineux  
Prédits) et « FP » (pour Feuillus Prédits). Pour 
l’estimation par la moyenne les valeurs prédi-
tes sont les moyennes pour les quatre pixels 
restants. Ceci donne 

	

32 24 41 16

4
28 25 3+ + + = , m

et 	 58 87 8 81

4
58 5 3+ + + = , .m

pour les essences résineuses et feuillues du 
pixel 2. Ces valeurs apparaissent dans les  
colonnes « RM » et « FM » du tableau « Calcul 

Calcul des erreurs de prédiction 
pour l’estimation par la moyenne et par la méthode du plus proche voisin

Pixel

Résineux
Feuillu

FP FM

Voisin
RP RM EFP

EFM

ERP

ERM

x1 x2

2
5

13
17
19

2,9
4,9
6,0
1,3
6,4

3,0
4,5
3,3
4,9
3,3

31
32
24
41
16

48
58
87
8
81

5
13
19
2

13

32
24
16
31
24

58
87
81
48
87

28,25
28,00
30,00
25,75
32,00

58,50
56,00
48,75
68,50
50,25

1
–8
–8
–10
8

10
29
–6
40
6

–2,75
–4,00
6,00

–15,3
16,00

10,5
–2,0

–38,3
60,5

–30,8
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des erreurs de prédiction ». Les erreurs de 
prédictions pour les deux méthodes sont 
les différences entre la vraie valeur et la  
valeur prédite. Elles apparaissent aux colonnes  
« ERP », « EFP » pour le plus proche voisin et  
« EFM » et « EPM » pour la moyenne. L’erreur de 
la prédiction par la méthode du plus proche  
voisin est, en général, inférieure en valeur  
absolue à celle de la prédiction par la moyenne.  
Pour le plus proche voisin la moyenne des  
valeurs absolues des erreurs pour la prédiction  
du volume de résineux de nos cinq pixels  
visités est de 

1 8 8 10 8

5
7

+ + + + =

alors que pour la prédiction par la moyenne 
cette moyenne est 

2 75 4 6 15 3 16

5
8 8

, ,
, .

+ + + + =

Les valeurs correspondantes pour les feuillus 
sont de 18,2 et 28,4. La méthode du plus proche  
voisin donne donc de meilleures estimations. 

Dans le tableau ci-haut, on retrouve les plus 
grandes erreurs pour les volumes de feuillus. 
Cette variable semble donc plus difficile à  
estimer que le volume de résineux. On aimerait  
bien utiliser les erreurs du tableau « Calcul des 
erreurs de prédiction » pour mesurer la précision  
des estimations obtenues par la méthode du 
plus proche voisin, mais ces estimés d’erreurs 
ne capturent qu’une partie de l’erreur véritable  
d’imputation. Le calcul rigoureux de l’erreur 
est un problème compliqué et il n’existe pas  
encore une théorie mathématique qui  
permette d’estimer avec confiance la précision  
de ces estimations même si elles sont  
couramment utilisées pour réaliser des  
inventaires forestiers.

Discussion
L’inventaire forestier est une source privilégiée  
d’information concernant la forêt. En pratique  
plusieurs dizaines de variables sont mesurées 
dans les deux phases de l’inventaire et utilisées  
à plusieurs fins. On peut ainsi jumeler  
l’inventaire avec des modèles de croissance 
des arbres pour prédire l’effet de pratiques 
sylvicoles, ou utiliser l’information spatiale  
pour évaluer la qualité de paysages forestiers  
en tant qu’habitats fauniques. Les données 
d’inventaire interviennent également dans 
la comptabilisation du carbone forestier, et 
dans l’évaluation de l’impact de perturbations  
naturelles telles que les épidémies d’insectes  
ou les feux. La vaste majorité des utilisations  
requièrent le jumelage de l’information ponc-
tuelle provenant des placettes échantillon  
et de l’information spatiale provenant  
présentement de la photo-interprétation. La 
prise en compte des erreurs d’estimation de 
l’inventaire dans ces calculs complexes fait 
aujourd’hui l’objet de nombreux travaux de 
recherche en mathématiques, en statistique 
et en foresterie.
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Homme du Siècle des Lumières, D’Alembert a œuvré dans divers 

domaines de la connaissance : littérature, philosophie, mathé-

matiques, astronomie, physique. Il fit son entrée à l’Académie 

des sciences en 1742 à  l’âge de 23 ans, comme adjoint de la 

section d’Astronomie et fut élu membre de l’Académie française 

en 1754. Il devint secrétaire perpétuel de cette institution en 

1772.D’Alembert
Jean Le Rond D’Alembert était le fils naturel du 
chevalier Louis-Camus Destouches, général  
d’artillerie et de Claudine Alexandrine 
Guérin marquise de Tencin. Sa mère était 
une ancienne religieuse qui obtint une 
dispense papale la relevant de ses vœux. 
Elle eut par la suite une brillante carrière  
où se mêlaient les intrigues politiques et 
les aventures amoureuses. Son aventure  
avec le chevalier Destouches conduisit à 
la naissance d’un fils illégitime. Le père 
étant à l’extérieur du pays à la naissance 
de l’enfant, la mère abandonna son fils sur 
les marches de l’église St-Jean-le-Rond  
près de Notre-Dame. Il fut heureusement 
aussitôt recueilli, c’était en novembre 1717, 
il fut confié à un orphelinat où on le bap-
tisa Jean Le Rond, du nom de l’église où il 
avait été trouvé. De retour à Paris, le cheva-
lier Destouches récupéra son fils et le confia 
à la femme d’un verrier, Mme Rousseau, que 
D’Alembert a toujours considéré comme sa 
mère, repoussant avec mépris Mme de Tencin 
lorsque celle-ci voulut se rapprocher de son 
fils devenu célèbre.

La famille Destouches s’est occupée de lui, 
même après la mort de son père alors qu’il 
n’avait que neuf ans. À douze ans, il s’inscrivit 
au collège des Quatre Nations. Il a étudié en 
sciences, en théologie, en droit et en méde-
cine et manifesta un intérêt particulier pour 
les mathématiques. Il fit des progrès rapides 
dans ce domaine, ce qui est remarquable 
puisqu’il étudiait les mathématiques surtout 
en autodidacte.

Une contribution importante de D’Alembert 
est sa collaboration à l’Encyclopédie ou 
Dictionnaire raisonné des sciences, des arts 
et des métiers qui est une entreprise intel-
lectuelle majeure du XVIIIe siècle, le Siècle des 

lumières. Il est, dans cet ouvrage, l’auteur du 
Discours préliminaire, de presque toute la 
partie mathématique et de nombreux articles 
scientifiques et philosophiques. 

En 1747, il fut récipiendaire du prix de 
l’Académie de Prusse pour son essai « Réflexions  
sur la cause générale des vents ». Euler a  
constaté la puissance des méthodes présentées  
par D’Alembert et les a appliquées et déve-
loppées. À 37 ans, D’Alembert devint membre 
de l’Académie française dont il fut nommé 
secrétaire perpétuel en 1772.

Durant sa vie, D’Alembert a manifesté  
beaucoup d’animosité envers la religion et les  
dernières années de sa vie ont été marquées 
par une santé chancelante. Il s’est alors 
tourné vers la littérature et la philosophie.  
Il est mort à Paris, le 29 octobre 1783.  
Incroyant notoire, il fut enterré dans une fosse  
commune sans épitaphe.

Physique
En 1743, dans le Traité de dynamique, 
D’Alembert énonce le principe de la conser-
vation de la quantité de mouvement, qui est 
parfois appelé principe de D’Alembert.
« Si l’on considère un système de points 
matériels liés entre eux de manière que leurs 
masses acquièrent des vitesses respectives 
différentes selon qu’elles se meuvent libre-
ment ou solidairement, les quantités de 
mouvements gagnées ou perdues dans le 
système sont égales. »

Ce principe a permis d’étendre le champ 
d’application des lois de Newton à des  
systèmes de référence non galiléens. 
D’Alembert posait ainsi les bases sur lesquelles 
Lagrange (Joseph-Louis, 1736-1813) allait 
construire la Mécanique analytique.
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Astronomie
En 1749, D’Alembert publia un mémoire sur 
la précession des équinoxes, c’est-à-dire  
le lent changement de la direction de l’axe 
de rotation de la Terre. Ce phénomène, 
dont la période est de 26 000 ans, avait été  
constaté par Hipparque (vers ~190 à ~120) 
dans l’Antiquité. Newton avait compris intui-
tivement que la cause de ce phénomène devait 
être l’action des forces de gravitation du Soleil 
et de la Lune sur le corps non rigoureusement  
sphérique qu’est la Terre. En étudiant cette 
hypothèse, D’Alembert effectua les calculs 
démontrant qu’elle était en accord avec 

l’observation. Par ses 
travaux sur le difficile 
problème que consti-
tuait pour les astro- 
nomes l’explication  
du mouvement de la  
Lune, il est le précurseur  
de la Mécanique céleste 
de Laplace (Pierre-Simon, 
1749-1827).

Mathématiques
Dans le Traité de dynamique, il énonce le 
théorème de d’Alembert (aussi connu sous 
le nom théorème de Gauss-D’Alembert) 
selon lequel « tout polynôme de degré n à 
coefficients complexes possède exactement  
n racines dans l’ensemble des nombres com-
plexes ». Ce théorème dont il donne une 
démonstration partielle, sera démontré dans 
toute sa généralité au XIXe siècle par Gauss 
(Carl Friedrich, 1777-1855). 

Contrairement aux mathématiciens de son 
époque, dont les Bernoulli et Euler, D’Alembert 
concevait la dérivée d’une fonction comme la 
limite du quotient de la variation de la variable  
dépendante sur la variation de la variable 
indépendante. Cette façon de concevoir la 
dérivée d’une fonction en fait le précurseur 
de Cauchy (Augustin Louis, 1789-1858). 

D’Alembert a étudié la vibration des cordes 
et a montré que le mouvement d’une corde 
vibrante est représenté par une équation aux 
dérivées partielles. 

Dans un de ses articles de l’Encyclopédie 
portant sur le calcul différentiel, D’Alembert 
a communiqué ses idées sur la notion de 
limite, idées qui l’ont amené  à imaginer le 
test connu sous le nom de 
« test du rapport » ou « test de 
D’Alembert ».

Par ses travaux, D’Alembert 
a contribué largement à 
affranchir la science du joug de 
la religion. Il s’inscrit ainsi dans 
la foulée de Galilée (1564-1642),  
Copernic (Nicolas, 1473-1543), 
Descartes (René, 1596-1650) 
et plusieurs autres qui ont 
osé remettre en question les 
enseignements issus de la  
scolastique dont la démarche 
consistait à faire l’inventaire 
des opinions sur un sujet, 
examiner leur recevabilité du 
point de vue philosophique 
et théologique, ce qui signifiait  
rejeter toute opinion con-
tredisant les enseignements 
d’Aristote. C’est dans ce cadre 
que les travaux de Galilée et de 
Copernic ont été condamnés.  
Dans la démarche, initiée par Galilée et Francis  
Bacon, de recourir à l’expérience plutôt qu’à 
l’autorité pour expliquer les phénomènes 
physiques,  la théologie et la philosophie ont  
graduellement cédé la place aux mathématiques.

 

f t
f t t f t

tt
'( ) lim

( ) ( )= + ∆ −
∆∆ →0

Test de D’Alembert ou test du rapport

Soit un
n=

∞

∑
1

une série numérique à termes strictement 

positifs pour laquelle le rapport u
u
n

n

+1  tend vers une limite 

R ≥ 0. Alors :

si R < 1 : la série de terme général un converge ;

si R > 1 : la série de terme général un  diverge, car un ne 

tend pas vers 0;

si R = 1 : on ne peut conclure.  

Considérons par exemple deux cas où le rapport est égal 

à 1. Si u
nn = 1

, alors on a divergence. Si u
n

n = 1
2 , alors on 

a convergence.
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Effet de serre (secondaire)
1.	 �L’albédo d’une planète, notée a, est égale 

à la fraction de la lumière émise par son 
étoile qui est réfléchie à sa surface. Par 
exemple, si une planète est noire, alors 
son albédo est a = 0 et si la planète était 
recouverte de miroirs, alors a = 1. 

	 �Montrer qu’une planète avec une seule 
couche de GES et un albédo a aurait une 
température de

   
T a

T R
Dp

s s= −21
2

4 ( ) .

2.	 �En considérant que la distance de la 
Terre au Soleil est D = 1,5 × 108 km, 
que la température du Soleil est 5 780 K, 	
son rayon Rs = 6,7 × 105 km et que 
l’atmosphère de la Terre contient une couche 
de GES, utiliser la formule précédente 	
pour prédire la température moyenne de 
la Terre. Comparer avec la valeur actuelle.

L’effet papillon (collégial)
3.	 Soit la fonction f : [0, 1]→[0, 1] définie par

 

f x
x x

x x
( )

[ , ]

] , ]
=

∈
− ∈







2 0 1 2

2 1 1 2 1

	 �On s’intéresse aux suites  {xn} définies par 
récurrence comme suit :

x

x f xn n

0

1

0 1∈
=





 +

[ , ]

( )

a)	 �Tracer le graphe de f.

b)	 �En utilisant que tout x ∈[0, 1] s’écrit en base 
2 comme x = (0,a1a2a3...)2, où ai ∈{0, 1}, 
montrer que f(x) = (0,a2a3a4...)2. (sauf si 
x = 1/2 ou x = 1). 

	 �(Rappel : l’écriture x = (0,a1a2a3...)2 signifie 

que x
ai

i
i

=
=

∞

∑
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 où, pour tout i, ai ∈{0, 1}.

c)	 �(Difficile) Montrer que a) est encore valable 	
si on remarque que

	  1 = (0,111...)2 et 1/2 = (0,0111...)2. 

	 �(Pour cela il faut calculer la somme de 
la série donnée par le développement en 
base 2.) Donner de la même manière un 
développement infini pour tout nombre 	
x0 = 1/2n.

d)	 �Si on prend x0 tel que xn = x0, et xk ≠ x0 
pour 0 < k < n, alors on dit que {x0, ..., xn–1} 
est une orbite périodique de période n. 
Montrer que f a des orbites de toutes les 
périodes. Suggestion : prendre x0 dont le 
développement en base 2 est de période n. 

e)	 �Montrer que si x et y ont les mêmes n 
premiers chiffres 0 ou 1 après la virgule 	
dans le développement en base 2 
(lorsqu’on utilise un développement infini), 	
alors x y n− ≤1 2 .

f)	 �(Difficile) Montrer que f a une orbite 
partout dense. Suggestion : énumérer 
toutes les suites finies de 0 et de 1, soit 
toutes les suites de longueur 1, puis toutes 
celles de longueur 2, puis toutes celles de 
longueur 3, etc. et les mettre bout à bout 
pour faire le développement en base 2 de 
x0. Montrer que pour tout y0 ∈[0, 1] et 
pour tout n ∈ •, il existe m ∈ • tel que 

x ym
n− ≤0 1 2 .

g)	 �Se convaincre que f est sensible aux condi-
tions initiales. Suggestion : en utilisant e), 	
voir qu’il est possible de choisir x0 et y0 
très proches, par exemple x y n

0 0 1 2− ≤ ,  
tels que pour m > n, alors xm et yn n’ont 
plus rien en commun. 

Section problèmes

Albédo de la Terre
L’albédo de la Terre 

est environ a = 0,3 car 
les nuages, la neige, 
la glace et les plans 

d’eaux réfléchissent la 
lumière du Soleil.  

C’est pourquoi,  
on voit si bien  

la Terre de l’espace.
Crédit : Kenneth M. Golden: 

http://www.math.utah.
edu/~golden/icescapes.html
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Mathématiques et développement durable

	 L’effet papillon
		  Ghys, Étienne, L’effet papillon : http://images.math.cnrs.fr/L-effet-papillon.html
		  Ghys, Étienne, Le moulin à eau de Lorenz : http://images.math.cnrs.fr/Le-moulin-a-eau-de-Lorenz.html
		  Robert, Raoul, L’effet papillon n’existe plus!, Pour la Science, numéro 283, mai 2001. 
		  Aussi : http://interstices.info/jcms/c_19155/leffet-papillon-nexiste-plus 
		  Stewart, Ian, La grande arnaque du réchauffement global : 
		  http://images.math.cnrs.fr/La-grande-arnaque-du-rechauffement.html 

	 De la météo au climat
		  Comptabilisation du carbone forestier : http://carbon.cfs.nrcan.gc.ca/index_f.html
		  Vidéo commenté sur ce sujet à :
		  http://www.sfmcanada.org/francais/vignettes_e-wk.asp
		  http://biosystems.okstate.edu/darcy/index_fr.htm
		  Groupe d’experts intergouvernemental sur l’évolution du climat (GIEC) :
		  http://www.ipcc.ch/home_languages_main_french.htm   
		  Données climatiques du Canada – Environnement Canada :
		  http://climat.meteo.gc.ca/climateData/canada_f.html     
		  Portrait statistique sur l’environnement – L’Institut de la statistique du Québec (ISQ)  
		  et Le Ministère du Développement durable, de l’Environnement et des Parcs (MDDEP) :
		  http://www.mddep.gouv.qc.ca/regards/portrait-stat/index.htm   
		  INRS – Centre Eau, Terre & Environnement :
		  http://www.inrs-ete.uquebec.ca/     
		  Indicateurs canadiens de durabilité de l’environnement :
		  http://www.ec.gc.ca/indicateurs-indicators/Default.asp?lang=Fr&n=A073189E-1  
		  http://www.statcan.gc.ca/bsolc/olc-cel/olc-cel?catno=16-253-X&lang=fra
		  Changements climatiques – Environnement Canada :
		  http://www.ec.gc.ca/default.asp?lang=Fr&n=2967C31D-1?WT.mc_id=changements     
		  Pacific Climate Impacts Consortium :
		  http://pacificclimate.org/resources/climateimpacts/   
		T  eaching Quantitative Skills in the Geosciences :
		  http://serc.carleton.edu/quantskills/index.html   
		  http://serc.carleton.edu/quantskills/teaching_resources/activities.html   
		E  nvironmental Mathematics – Ben Fusaro, Florida State University : 
		  http://home.comcast.net/~benfusaro/  

	 Impact des gaz à effet de serre
		  http://en.wikipedia.org/wiki/Idealized greenhouse model

	 L’eau sous nos pieds
		B  ROWN, Glenn, Henry Darcy et sa Loi  : http://biosystems.okstate.edu/darcy/index_fr.htm
		  HADLOCK, Charles R., Mathematical Modeling in the Environment. MAA, 1998.
		T  HUAL, Olivier, Hydrodynamique de l’environnement. Les Éditions de l’École Polytechnique, 2010.
		  http://thual.perso.enseeiht.fr/xsee/ch2/allpdf/00main.pdf
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