Quelles sont les constructions que I'on peut faire a la régle et au compas ?
Eta I'Origami 2 Quels sont les nombres que ['on peut construire @ la régle et au
compas si on se donne deux points a distance 1/'un de l'autre 2 Et & ['Origami ?

Christiane Rousseau | Deux regles, notées R, et R, suffisent pour  Examinons ces axiomes un a un.
Université de Montréal

les constructions a la regle et au compas. Le pli de I'axiome O,
R,: Il est toujours possible de tracer une est simplement la droite Q-
droite entre deux points. passant par P et Q, don- b e as
R,: Il est toujours possible de tracer un cercle née par la regle (R,). b
de centre donné et passant par un point Le pli de I'axiome O, ,
donné. est la médiatrice du vooa
Pour I'Origami nous allons nous donner six ~segment PQ, que fon \

0 sait construire a la :

¢ regle et au compas :
(voir section problémes).
L themati d /
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A
deux solutions qui
sont les deux bissec-
trices des angles formés b &t 0, paralieles
par D, et D,. Dans le

deuxiéme cas, I'unique solution est la paralléle

Pour l'axiome 0, on
équidistante a D, et D,. On peut construire ces

doit distinguer deux
cas, selon que les deux

droites a la régle et au compas (voir section
problémes).

axiomes et les numéroter O,....,
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droites sont sécantes
ou paralléles. Dans le
premier cas, il existe

G

Le pli décrit par I'axiome

0, est la perpendiculaire Pt

a D passant par P, lequel b
peut aussi étre construit a

la régle et au compas (voir v
section problémes).
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Pour comprendre |'axiome

O regardons la figure sur ST
laquelle le pli est dessiné. ‘ s
On a [PQ|=|PQ|. Le point % d
Q est pli¢ sur Q', lequel est Qs---
sur le cercle C de centre P et

de rayon |PQ].

Par suite, on peut cons- e
truire une telle droite a la R c, ‘;‘
régle et au compas si Cet @ p !
D ont des points d'inter- s

section, c'est-a-dire si |PQ|

est supérieur ou égal a la distance de Pa D. Si
[PQ| est strictement supérieur a la distance
de Pa D, alors on a deux solutions différentes,
correspondant aux deux points d'intersection
Q' et Q" de Cet D.

L'axiome Oy est plus
mystérieux. On verra _ _
plus bas qu'en géné- M
ral, on ne pourra pas

construire cette droite a la régle et au compas!

"

Quels sont les nombres positifs

que I’'on peut construire a la régle

et au compas?

On suppose donné un segment de longueur 1:

on dira que 1 est constructible. Alors (voir

encadré)

e Si g et bsont constructibles, on peut
construire g+ bet |a- b|.

e Si g et bsont constructibles, on peut
construire ab et a/b (en jouant avec des
triangles semblables).

® Si g est constructible, on peut construire
Ja.

Et rien d'autre!

Par exemple, le nombre

est constructible.

La trisection de I'angle est-elle
possible a la régle et au compas?
Ce n'est qu'en 1837 que Pierre-Louis Wantzel
a montré que la réponse a ce grand
probleme de I'Antiquité est en général néga-
tive. Pourquoi? Si on se donne un angle 6,
alors on peut construire cos 6. Supposons
que I'on puisse construire ©/3. Alors, on sau-
rait construire cos(6/3), a partir de cos 6. Or
c = cos(6/3) est solution de I'équation cubique

4¢3 - 3c- cos6 =0,

a Accronuoth ol 11« ét¢ - automne 2016



Géométre

; Accronuoth ol 11« ét¢ - automne 2016

dont la solution ne s'obtient pas avec les
quatre opérations élémentaires et des
racines carrées, sauf pour des valeurs
trés particulieres de cos ©.

La trisection de I'angle

est possible en Origami!

la preuve se trouve dans l'encadré
ci-haut.

On peut construire

les coniques en Origami!

Soit F un point fixe en dehors d'une droite A
(souvent prise au bord de la feuille). Prenons
le pli D, envoyant F fixe sur un point variable
P de A.

La parabole de foyer F et de directrice A est
I"enveloppe de tous ces plis, c'est-a-dire que
chaque droite D, est une tangente a cette
parabole. De plus, la réunion de toutes les
droites D, est la région sous la parabole.
Pourquoi?

A

La droite de pli D, envoie F sur P. Soit Q
lintersection de Dy et de la perpendiculaire 8 A
en P. Q est a égale distance de F et de A, donc
sur la parabole de foyer F et de directrice A.

Montrons que D, est tangente & cette para-
bole en Q. Nous allons utiliser le critere
suivant: la tangente a la parabole en P est
la seule droite passant par Q dont tous les
points, sauf P, sont plus proches de A que
de F. Toutes les sécantes a la parabole en Q
ont des points au dessus de la parabole, donc
plus pres de F que de A.

Regardons la figure.
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Soit R un point de D,. Alors |RF|=[RP],
puisque Dy est la médiatrice de FP. Mais, |RP]
est supérieur a la distance de R a A. Dong, la
distance de R 3 A est inférieure & |RF.

Bonus: faire un pli qui envoie un
point F sur une droite A, c’est
construire une tangente
a la parabole de foyer F
et de directrice A!

De méme, I'ellipse est I'enveloppe de tous les
plis envoyant un point fixe F situé a l'inté-
rieur d'un cercle sur un point variable P d'un
cercle. F est un foyer de I'ellipse, le deuxieme

foyer étant le centre du cercle.

7

Pour I'hyperbole, on prend le point F a I'exté-
rieur du cercle.

Retour sur I'axiome Og4

Cet axiome nous dit que, lorsque le probleme
est possible, il existe un pli qui améne simul-
tanément P sur D, et Q sur D,

En utilisant notre bonus, un pli qui amene
simultanément P sur D, et Q sur D, est une
tangente commune a deux paraboles: la
parabole de foyer P et de directrice D, et la
parabole de foyer Q et de directrice D, !

1. Voous aurez peut-étre reconnu la preuve
de la propriété optique de la parabole,
voir « Les miroirs ardents », Accromath, vol.1,
hiver-printemps 2007.

L'axiome O4z permet de construire
des solutions de polynomes
cubiques

Prenons les paraboles

2
1, a
=—x"et| y—— | =20bx.
y 5 (V 2)

Nous affirmons (voir I'encadré a la page
suivante) que la pente m d'une tangente
commune aux deux paraboles est solution de
I'équation
m*+ am+ b= 0.

Suivant les valeurs de aet de bles deux para-
boles peuvent avoir jusqu'a trois tangentes
communes.

Quels sont les nombres qu’on peut
construire a I’Origami?

Tous les nombres constructibles a la régle et
au compas sont constructibles a I'Origami.

Mais, on en a d'autres! Si aet bsont construc-
tibles a I'Origami et si mest une racine réelle
de m*+am+b=0, alors m peut étre construit
a I'Origami. En particulier, on peut construire
la racine cubique d'un nombre positif.
Donc, la duplication du cube est possible en
Origami, alors qu'elle est impossible a la régle
et au compas.

Un développement moderne

Les algorithmes pour réaliser des pliages
sophistiqués intéressent les informaticiens
théoriciens. En effet, comment par exemple
replier un coussin gonflable pour qu'il
occupe le moins de volume possible tout en
se déployant librement en cas d'impact?

Un des spécialistes du domaine est le cana-
dien Erik Demaine. Avec son pére Martin
Demaine et Anna Lubiw, il a montré le
théoréme suivant:

Etant donné n'importe
quel ensemble fini de

polygones (convexes ou

non) dessinés sur une feuille de papier,
il existe un pliage qui permet de couper
simultanément tous les cotés de tous les
polygones d'un seul coup de ciseau, et seu-
lement eux.

e Université de Montréal
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Essayons de nous convaincre que ce théo-
reme est vrai. Pour simplifier nous allons
discuter le cas d'un unique polygone. Dans
le cas d'un ftriangle équilatéral, on peut
plier sur deux bissectrices. Dans le cas d'un
carré, il suffit de plier sur les deux diago-
nales. Mais, ces diagonales sont aussi les
bissectrices des angles.. On voit déja
un premier ingrédient. A priori, on va
vouloir utiliser a répétition I'axiome
0, pour envoyer par des plis successifs
tous les cotés sur un seul coté.

On va donc introduire un objet géométrique,
le squelette droit. Cet objet ressemble beau-
coup au squelette introduit dans l'article
Classifier des objets. Pour l'obtenir, on déplace
les arétes du polygone parallélement a leur
position initiale. Les points du squelette droit
sont les points d'intersection des translatés
des arétes a égale distance du polygone initial.

2. « Classifier des objets », Accromath, vol. 11,
hiver-printemps 2016.




Dans le cas d'un triangle, le squelette droit
est composé de la portion des bissectrices
intérieures jusqu'a leur point d'intersection
au centre du cercle inscrit, et des bissectrices
extérieures des angles. Dans le cas d'un carré,
il est composé des diagonales. Un pli sur un
segment du squelette envoie deux cotés du
polygone I'un sur I'autre. Donc, il est facile de
se convaincre qu'on va vouloir plier le long
des segments ou demi-droites du squelette
droit.

Voici le squelette droit d'un rectangle.

Si vous commencez par plier en envoyant les
deux grands cotés I'un sur l'autre et ensuite
les deux coins, alors vous pourrez découper
le rectangle d'un seul coup de ciseau.

Par contre, si vous voulez découper un
triangle non isocele d'un seul coup de ciseau,
deux plis le long de deux bissectrices ne
suffisent plus...

[l va donc falloir utiliser d'autres plis que ceux
de I'axiome O,: ce seront ceux de |'axiome
0,. On va plier le long de perpendiculaires
aux cotés du polygone issus de sommets du
squelette droit.

Dans le cas du rectangle, ceci nous donne
un deuxieéme pliage solution. Dans ce pliage,
on alterne le sens des plis: les plis sur les
lignes en pointillé rouge seront dans un
sens, et ceux sur les lignes en pointillé bleu,
dans l'autre.
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L'algorithme général fonctionne en utilisant
les deux types de plis: des plis le long de seg-
ments du squelette droit et des plis issus des
sommets du squelette et perpendiculaires
aux cotés du polygone.

Le cas général est difficile. Ce n'est pas facile
pour un ordinateur de dessiner le sque-
lette droit d'un polygone ou d'un ensemble
de polygones. De plus, quand on trace une
perpendiculaire a une aréte du polygone
issue d'un sommet du squelette droit, celle-ci
peut intersecter un segment du squelette
droit. Dans ce cas, on trace aussi le syme-
trique de cette perpendiculaire par rapport
au segment. Ce réseau des perpendicu-
laires et de leurs symétriques peut étre trés
compliqué. La preuve indique un choix de
segments du squelette et de perpendiculaires
sur lesquels plier. L'algorithme est long a exé-
cuter pour un ordinateur lorsque le polygone
est complexe.

Voici un polygone un peu plus complexe et
ses plis.

Et, pour terminer en beauté, la tortue de
Demaine et son squelette droit, ainsi que
des plis permettant de la découper d'un seul
coup de ciseau.
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