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Pour le citoyen lambda, a la lumiére
notamment de ses propres expériences
scolaires, les mathématiques sont souvent
percues comme la quintessence méme de
la rigueur intellectuelle, le paradigme de la
démarche argumentative. Un tel sentiment
prend source dans les travaux des Grecs de
I'Antiquité, ou se retrouvent les archétypes
parmi les plus raffinés de la notion de
démonstration mathématique. Les mathé-
maticiens de I'« Ecole grecque » faisaient en
effet déja preuve d'une extréme minutie et
se soumettaient volontiers a un formalisme
strict, influencés en cela par I'un de leurs plus
ceélebres compatriotes, le philosophe Aristote
(~384 - ~322), a qui I'on doit la codification
d'un savoir développé dans le cadre d'un
systéme dit hypothético-déductif.
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La not/on defigueur en mathemathues a connu.au fil des dges d/vers alea
se retrouvant tantot ou=ecetir méme de la-démarche du mathématicien

y jouant tantét un'role de second p/an Voire etant quasi laissée de cote
D'aucuns soutiendraient volontiers que la fécondité en mathématiquess ‘
repose surun heureux équilibre entre intuition et r/gu ;
juste titre, Archiméde peut étre vu cof
llustrant brillamment cette
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Rigueur de la démarche
déductive

Le savoir mathématique, aux dires d'Aristote,
repose sur un nombre restreint de concepts
primitifs a propos desquels certains « faits »
sont admis gratuitement: il s'agit des axiomes
ou postulats du systéme. De la, certaines
affirmations a propos de ces concepts, ou
a propos d'objets plus complexes définis a
partir de ceux-ci, sont établies a I'aide d'une
démonstration s'appuyant sur des «regles
de logique » acceptées comme conformes
a un raisonnement valide : on aboutit ainsi
aux théorémes du systéme. L'exemple-type
d'une telle méthode démonstrative est
assurément le traité d'Euclide (env. ~325 - ~265)
connu sous le titre Les Eléments, dans lequel
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les connaissances mathématiques de son
époque, en géométrie et en théorie des
nombres, font l'objet d'une présentation
systématique et quasi exhaustive.

[l est intéressant de noter que l'influence
d'Aristote se fait sentir méme plusieurs
siecles plus tard. Ainsi, la « méthode aristo-
télicienne » d'exposition du savoir est celle
privilégiée par lIsaac Newton (1643-1727)
dans ses fameux Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica (voir encadré). Plus
prés de nous, le mathématicien (polycéphale)
Nicolas Bourbaki' a voulu, un peu a l'instar
d'Euclide en son temps, proposer un exposé
exhaustif et rigoureux de l'ensemble des
connaissances mathématiques au 20¢ siécle.

Entre rigueur et intuition
L'approche privilégiée par Aristote n'est
certes pas la seule, ni forcément la meilleure,
pour « faire des maths ». Plusieurs civilisations,
notamment en lien avec ce qu'il est convenu
d'appeler les « mathématiques orientales » —
on peut penser ici & I'Egypte, & la Mésopo-
tamie ou encore a la Chine de I'Antiquité —,
n'avaient pas senti le besoin de justifier leurs
résultats mathématiques en vertu de tels
canons de rigueur. Certains de leurs ouvrages
abondent en méthodes et procédures
permettant de résoudre des problémes
mathématiques divers, mais sans que leur
validité soit pour autant justifiée.

On peut aussi penser au role des figures
comme support au raisonnement, une
approche présente un peu partout au fil des
ages et pouvant éventuellement mener a la
notion de preuve visuelle. Ainsi la fameuse
identité

(a+ b)2=02+2ab+ b?

est entierement contenue dans la figure
ci-dessous, qu'il suffit presque de contempler
pour en saisir le « message ». Euclide, cependant,
ne voyait pas les choses de cet ceil et sentait
le besoin d'en fournir une démonstration
en bonne et due forme. Ce a b

résultat fait l'objet de la
proposition 4 du Livre Il de

ses Eléments (voir la Section

problémes). a

1. Voir Accromath, vol. 3, hiver-printemps
2008, p. 17.

2. A ce sujet, voir entre autres Jean-Paul Dela-
haye, « Preuves sans mots, » Accromath,
vol. 3, hiver-printemps 2008, pp. 14-17.

Le cas d'Archiméde, I'un des auteurs les plus
prolifiques de I'Antiquité, est particuliere-
ment fascinant quand on cherche a déméler,
sur le plan mathématique, la place de la
rigueur et celle de I'intuition. Ainsi, on ne peut
qu'admirer la démonstration irréfutable qu'il
donne de I'expression de l'aire d'un cercle
comme le produit de son rayon et de son
demi-périmetre.3 Mais son argumentation ne
nous dit pas pour autant ou il avait déniché
cette relation particuliére. Lillustre Syracu-
sain semble d'ailleurs étre demeuré muet a
ce sujet.

Néanmoins, pour certains autres de ses
résultats, Archimede s'est plu a dévoiler les
stratagémes dont il usait afin de soutenir son
intuition mathématique. C'est précisément
ce qu'il fait dans son traité La méthode, ou
il décrit une approche relevant de la méca-
nique qui lui a permis notamment d'identifier
la relation caractérisant l'aire d'un segment
de parabole.* L'essence de cette approche
consiste a considérer une telle figure plane
comme composée de segments de droite
ayant chacun une masse proportionnelle a
leur longueur. On compare ensuite les masses
des figures en jeu en accrochant a un levier
leur centre de gravité. Toutefois, les « théo-
rémes mécaniques » ainsi obtenus ne sont
pas considérés par Archiméde comme valides
du point de vue mathématique :

Certaines [propositions],
d'abord évidentes pour moi par la
mécanique, ont été démontrées
aprés coup par la géométrie,
parce que l'investigation par cette
méthode est exclusive d'une
démonstration.®

3. Voir Marie-France Dallaire et Bernard R.

Hodgson, « Regard archimédien sur le
cercle : quand la circonférence prend une
bouffée d'aire. » Accromath, vol. 8, hiver-
printemps 2013, pp. 32-37.

4. Voir notre texte « Confidences d’Archi-
mede : ou le maitre-géometre divulgue un
joli truc du métier de son cru. » Accromath,
vol. 10, hiver-printemps 2015, pp. 18-23.

5. Paul Ver Eecke, Les ceuvres complétes
d'Archimede, tome 2, p. 478.
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[l lui faut donc fournir une véritable démons-
tration mathématique — au sens rigoureux
que la communauté grecque de son époque
donnait a cette notion — de son résultat
sur l'aire d'un segment parabolique. C'est le
propos de son traité La quadrature de la
parabole, dont la publication est antérieure a
celle de La méthode.

Nous voulons maintenant examiner les
grandes étapes de cette démonstration
mathématique qui, sur la base de principes
géométriques bien établis, vient confirmer
hors de tout doute la validité du résultat dont
Archiméde a eu l'intuition par le biais d'un
truc mécanique.

Comment quarrer
« mathématiquement »
un segment parabolique

Nous nous intéressons au résultat énoncé
a la proposition 24 de La quadrature de la
parabole et qui vient clore ce traité d'Archi-
mede :

Tout segment délimité par une
droite et par une parabole
équivaut aux quatre tiers du
triangle ayant méme base et
méme hauteur que le segment.

Pour bien saisir le triangle dont il est ici
question, apportons quelques précisions sur
la terminologie employée par Archimede.
La base d'un segment parabolique est, sans
surprise, le segment de droite délimitant
cette région — le segment AC dans la figure
ci-contre. Et, de maniére analogue a un
triangle, la hauteur du segment parabolique
correspond au point de la parabole qui est
le plus éloigné de la base — dans la figure,
il s'agit du point B d'ou I'on peut abaisser
la plus grande perpendiculaire sur AC (Le
résultat d'Archimede affirme donc que l'aire
du segment parabolique vaut les 4/3 de celle
du triangle ABC) On observera qu'avec ces
définitions, le triangle dont il est ici question
savere étre le triangle d'aire maximale
inscrit dans le segment parabolique — sa
hauteur étant elle-méme maximale. Mais
comment situer précisément son troisieme
sommet, le point B?

Certaines propriétés des paraboles (voir
I'encadré Les Eléments perdus) permettent

d'identifier facilement le point correspon-
dant a la hauteur de n'importe quel segment
parabolique, et ce, sans avoir a résoudre un
probléeme d'optimisation : le sommet B du
triangle d'aire maximale est le point d'inter-
section de la parabole avec la paralléle & son
axe issue du point D, milieu du segment AC®

Le triangle ABCapproxime trés grossiérement
I'aire du segment parabolique de départ.
Partant du point B, on obtient deux segments
de droite AB et BC délimitant chacun un
nouveau segment
parabolique  (en
vert sur la figure
ci-contre). On se
retrouve alors en
position de répé-
ter, pour chacune
de ces régions, la
construction d'un
triangle inscrit d'aire maximale et dont le
sommet se trouve toujours sur la parabole de
départ. C'est a partir de ce genre d'observa-
tions qu'Archiméde élabore la démonstration
formelle de la proposition 24.

Procédant comme plus haut, il est donc
possible d'inscrire dans les segments parabo-
liques (en vert) de la figure précédente deux
petits triangles (blancs). D'autres propriétés
particuliéres des paraboles entrent ici en jeu
afin de montrer qu'en aire, chaque triangle
blanc vaut le huitieme du triangle bleu ABC’
Conséquemment, I'aire du nouveau polygone
AaBcC est égale a celle du triangle ABC
augmentée  de Axe

son quart. Mais
il se  trouve
encore quelques
petits segments
paraboliques (en !

vert, et mainte- Laparalliéle & I'axe de Ia

nant au nombre parabole passant par le

point milieu de BC permet
de quatre] hors de déterminer le troisieme
du polygone. sommet ¢ du triangle BCc.

6. De fait, c’est de cette maniere qu'Archi-

mede introduit le triangle en cause dans
son traité La méthode.

7. Archimede fait intervenir ici des propriétés
qu'il rappelle au tout début de son traité
(propositions 1 a 5). Il démontre ensuite,

a la proposition 21, que le triangle bleu est
précisément |'octuple d'un blanc. Nous
tenons ici pour acquis ce résultat technique
un peu lourd a justifier.
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Imaginant le processus se poursuivre pour
quelques étapes supplémentaires, on voit
surgir une famille de polygones P, avec
P, = ABC, P, = AaBcC, etc. Concentrons-
nous sur l'ajout fait lors du passage d'un
polygone au suivant, c'est-a-dire sur la
nouvelle «crodte» qui s'insere a chaque
étape du processus. On obtient alors

aire(P,) — aire(‘P1)=%aire(ABC),

aire(P;) —aire(P, )= 4—12 aire(ABC),
et plus généralement, chaque ajout étant le
quart de l'ajout précédent,

aire(P,,)— aire(?k)=4ikaire(ABC)

(voir a ce propos la Section problémes). L'aire
du polygone Py.1 pouvant étre vue comme
la somme de l'aire du triangle initial et de
toutes les couches successives, on a ainsi

: . 1 1 1
a|re(‘Pk+1)=a|re(ABC)(1+Z+4—2+...+4—k) _

Le chemin que n‘emprunte
pas Archimeéde...

Les observations qui précedent pourraient
laisser croire qu'Archimede va se lancer —
comme nous le ferions naturellement de nos
jours — dans un processus itératif (infinil)
au cours duquel il remplira complétement
la parabole a l'aide de nouvelles couches
successives de triangles de plus en plus
petits, créantainsiun« polygone »dontlebord
se confond avec la parabole. Faisant inter-
venir une opération aujourd'hui familiére —

et couramment exécutée par les étudiants du
cégep —, on pourrait ainsi en conclure que
I'aire S du segment parabolique est donnée par

S :aire[ABC](1+%+i+...)

42

=aire(ABC)(L)iaire(ABC).
-4 ) 3
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Mais les mathématiques grecques ne sont
pas rendues a ce stade... Le raisonnement
par l'infini, et en particulier la sommation
d'une telle série géométrique, demeurent des
entourloupettes interlopes qui auraient rebuté
tout honnéte géometre de I'Antiquité. Obtenir
I'aire du segment parabolique par une espece
de « passage a la limite », comme on a appris
a le faire au fil des siécles, est une approche
qui ne fait tout simplement pas partie des
mceurs mathématiques de I'époque.

N
w

L'approche
archimédienne

Sans avoir a sa disposition la notation
moderne qui est la ndtre, Archiméde
comprenait trés bien le phénomeéne
mathématique sous-jacent a l'aire du
polygone P, inscrit dans le segment
parabolique. Il avait par ailleurs fait une ==
observation fondamentale, au cceur
méme de la rhétorique de sa démons-
tration mathématique : le «rythme»
auquel les couches successives de
nouveaux petits triangles viennent
recouvrir le segment parabolique
confirme que le processus suit un
«bon » comportement.
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En effet, Archiméde avait remarqué que les
polygones inscrits successivement dans le
segment parabolique sont tels que chaque
nouvelle couche de petits triangles vient gruger
plus de la moitié de la région restante : c'est
la le contenu de la proposition 20 de La qua-
drature de la parabole (que nous admettons
ici sans justification). En vertu d'un résultat
établi par Euclide a la proposition 1 du
Livre X de ses Eléments, il s'ensuit que les
polygones introduits par Archiméde dans
sa construction géométrique en viennent
a «épuiser» la région parabolique. Autre-
ment dit, en langage moderne, les polygones
inscrits  « convergent» vers le segment
parabolique, dans le sens ou la zone
comprise entre le segment parabolique et
les polygones successifs devient aussi petite
que l'on veut. C'est la la base de la méthode
d'exhaustion qu'Archiméde a su si brillamment
mettre a profit.8

Méme si Archiméde comprend bien le com-
portement des polygones inscrits, comment
en tirer, de maniére rigoureuse, I'aire du segment
parabolique en entier? Il s'y attaque de
facon fort ingénieuse a la proposition 23
qui, en notation moderne, affirme le fait
suivant : €tant donné des aires A, A,...,
A, desquelles A, est la plus grande et dont
chacune vaut le quadruple de la suivante
(A, =4A, A, =4A, etc) ona

A1+A2+...+A,,+1An:iA1
3 3

(voir la Section problémes). Remarquons que
cette égalité est en fait une somme finie
a laquelle est ajoutée une petite quantité
qui garantit que, peu importe le nombre de
termes dans la somme, celle-ci prend toujours
la méme valeur, soit les quatre tiers de la plus
grande aire A,. Cet énoncé peut sans doute
nous paraitre un peu étrange, mais il exprime
le stratagéme mis en place par Archiméde
pour « combler le vide », pour ainsi dire, entre
un polygone inscrit donné et le segment

parabolique.

8. Voir la discussion sur la méthode d’exhaus-
tion dans Marie-France Dallaire et Bernard
R. Hodgson, « Regard archimédien sur le
cercle : quand la circonférence prend une
bouffée d'aire. » Accromath, vol. 8, hiver-
printemps 2013, pp. 34-35.

Pour enfin établir I'aire du segment para-
bolique, I'¢minent géomeétre a recours a un
argument du type double reductio ad absur-
dum, soit une preuve par double contradiction.
Il suppose que le segment parabolique est
d'abord strictement plus grand que les quatre
tiers du triangle inscrit initial, puis, dans un
deuxiéme temps, qu'il est strictement plus
petit. Dans les deux cas, il aboutit a une
contradiction, ce qui lui permet de conclure
que les deux aires ne peuvent qu'étre égales.
(Voir a ce propos la Section problémes.)

Intuition et rigueur
chez Archimede

Nousvenonsdoncde conclurela« démonstra-
tion géométrique » que présente Archiméde
pour quarrer un segment parabolique.
Chacune des étapes du discours argumentatif
d'Archiméde, développé dans les propositions
18 a 24 de son traité, respecte les normes de
rigueur mathématique de son époque. Or
certains résultats intermédiaires peuvent
sembler un peu artificiels, comme parachutés
d'on ne sait ou. C'est le cas notamment de Ia
proposition 23, une étape-clé vers la quadra-
ture de la parabole. Cependant méme cet énoncg,
malgré la preuve un brin étonnante qu'en
donne Archimede, n'est certes pas dépourvu
de toute trace d'intuition mathématique.

Archiméde «savait» qu'il devait aboutir
aux quatre tiers du triangle inscrit initial —
c'est justement ce que lui avait appris son
approche mécanique divulguée dans La méthode.
Mais comment aller chercher rigoureusement,
dans un contexte purement mathématique,
ce fameux coefficient 4/3? Ici encore on ne
sait pas quel cheminement au juste a amené
Archimede a son €tonnante proposition 23
— tant pour ce qui est de I'énoncé que de la
démonstration elle-méme. |l est cependant
permis de penser que son intuition pour-
rait avoir été alimentée par des réflexions du
genre suivant.

Quelle serait une facon commode de représenter
les quatre tiers d'une quantité donnée x?
Une idée — «naturelle», soutiendraient
d'aucuns — peut étre de voir un carré partagé
en quatre parties, chacune valant le tiers de x.
Dans un tel cadre, la quantité x correspond a
trois de ces petits carrés (en forme de « L», en
rose dans la série de figures), et le carré blanc
de la premiére figure représente le quatrieme
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tiers. Si on imagine maintenant ce « L » rose
étre réduit par un facteur quatre, il peut étre
inséré dans le carré blanc
(voir le « L » bleu), laissant
ainsi un nouveau petit
carré blanc valant le tiers
de la région bleue.

De la il est assez naturel
de prolonger le processus
un nombre (fini) quel-
conque de fois, la quantité
a ajouter pour couvrir
compléetement le grand
carré initial étant le
tiers du dernier «Ln,
c'est-a-dire le tiers de la
derniére quantité ajoutée.
Bref, une figure comme la
derniére ci-contre, ou on
a ingénieusement disposé
les aires, peut servir de
support pour l'intuition de
maniere a imaginer plus facilement comment
leur tout forme les quatre tiers de la premiere
aire donnée.

Derriere la quadrature
de la parabole

Le calcul de I'aire d'un segment de parabole
par Archimeéde est I'un des exemples les plus
riches parmi les découvertes de ce prodigieux
géomeétre. Le résultat lui-méme est d'une
élégance et d'une simplicité remarquables :
I'aire d'une parabole est proportionnelle a
I'aire de son plus grand triangle inscrit. Une
intégrale ne saurait évoquer cette aire de
maniere aussi limpide!

Mais c'est surtout le double traitement
que nous en fournit le Syracusain qui est
instructif, nous offrant l'occasion de nous
glisser dans l'esprit de I'un des plus éminents
savants de I'humanité. D'un c6té se trouve le
grand mathématicien Archimede (voir illus-
tration au haut de la page) qui, dans son traité
La quadrature de la parabole, présente une
démonstration dite « g¢ométrique » du calcul
de l'aire d'un segment parabolique. Elle est
ingénieuse, concise; elle est superbement
exécutée et semble avoir tout pour satisfaire
méme les plus exigeants des géometres
de I'Antiquité. On vy voit ici a l'ceuvre un
mathématicien dont la rhétorique argu-
mentative vise a convaincre ses lecteurs de

la validité de ses
résultats,etquis'as-
sure que Ses propos
respectent les canons [
de rigueur auxquels
ses pairs adhérent.
Bref, il est question ;
ici du statut d'une B
démonstration com-
me étant li¢ a l'acte
socialde son accep-
tation en tant que
telle par une com-
munauté donnée.®

Mais il y a aussi Archiméde, le prodigieux
ingénieur syracusain (voir illustration au bas de
la page), qui partage ses pensées I'ayant mené
a mettre le doigt sur son résultat. On retrouve
dans La méthode des intuitions tantét phy-
siques, tantot mathématiques, qui le guident
sur le chemin de la découverte, qui viennent
soutenir son inventivité — intuitions dont
Archiméde se sentira cependant obligé
de balayer toute trace dans sa preuve dite
« formelle ».

[l est permis de croire qu'Archiméde était
indubitablement fasciné par le probleme de
la quadrature de la parabole, puisqu'il en a
méme propos¢ une troisieme démonstration,
ou se mélangent tant des techniques mathé-
matiques différentes de celles discutées ici
quedesintuitionsnouvelles.llenseraquestion
dans un prochain numéro d'Accromath, ou
I'on visera a examiner la portée de chacune
des démarches argumentatives proposées
par Archimede.

9. Nous reprenons ici la célébre formule due
au mathématicien et logicien Yuri Manin
(1937- ). Voir a ce propos la section Pour
en savoir plus.

Dessin de Henri Girardet,
parudanslarevuele Magasin
pittoresque 45 (1877) p. 301.
D'aprés une peinture de
Gustave Courtois (1852-1923)
représentant Archiméde (détail).

Illustration (détail) de Léonard
de Vinci (1452-1519) tirée du
Codex Atlanticus, folio 26v
(v. 1480-1482). On y voit diver-
ses machines hydrauliques,
dont la «vis d’Archiméde »
permettant I'élévation d’eau.
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