








Des ponts d’Euler a la grippe aviaire |

Il s'agit bien d'un phénomeéne de percolation ou
la structure globale change de facon qualitative
autour d'un seuil de percolation, ici p... Plusieurs
phénomenes physiques comme les transitions
de phases, par exemple le passage de la glace a
I'eau, peuvent également étre étudiés en termes
de phénoménes de percolation sur des réseaux
réguliers.

Afin d'améliorer le réalisme de la dynamique
sur réseaux, s'offre a nous la possibilité de
complexifier soit la structure méme des
réseaux, soit la régle évolutive, ou encore les
deux aspects a la fois.

TP

De la simplicité a la
complexité

Entre les graphes aléatoires et réguliers, ou
les noeuds sont équipés de propriétés spéci-
fiques ou non, il existe une panoplie de réseaux
de structure intermédiaire: les réseaux dits
complexes. Au cours de la derniere décennie, ces
réseaux ont attiré 'attention de scientifiques
de tous genres - physiciens, mathématiciens,
statisticiens, informaticiens, biologistes, socio-
logues, épidémiologistes - pour n'en nommer
que quelques-uns. Un tel engouement
multidisciplinaire s'explique par le fait que les
réseaux complexes sont d'excellents modeles
pour décrire de nombreux systémes réels
impliquant plusieurs €éléments en interaction
les uns avec les autres. Par exemple, on peut
utiliser les réseaux complexes pour modéliser
les chaines alimentaires d'écosystémes, pour
décrire la topologie du World Wide Web et de
I'Internet, pour mieux comprendre les réseaux
sociaux ou pour visualiser l'interdépendance
entre les protéines d'un organisme vivant.

La modeélisation de systeémes réels a l'aide de
réseaux complexes permet aux chercheurs de
mieux comprendre leur structure et son impact
sur la dynamique de ces systemes. Ainsi, la
modeélisation d'une chaine alimentaire aide les
écologistesa prédire I'effet qu'aura la disparition
d'une espece sur la stabilité de I'écosystéme.
Toutefois, afin que les résultats obtenus lors de
ces études soient valides, il est essentiel que les
modeles utilisés soient suffisamment réalistes.
Il est donc nécessaire de bien connaitre les
diverses propriétés des systémes réels, tache sur
laguelle les chercheurs se sont aussi penchés.

L'expérience du Small-World

Lors de son expérience, Milgram demanda a des citoyens de deux villes
du centre des Ftats-Unis de poster une lettre & un individu X vivant
a Boston. Les participants ne pouvaient toutefois envoyer la lettre
directement a cet individu que s'ils le connaissaient personnellement.
Sinon, ils devaient I'envoyer & un(e) ami(e) de leur choix qui aurait,
selon eux, plus de chance de connaitre personnellement l'individu
X. A leur tour, ceux-ci devaient reposter la lettre & l'individu X sils le
connaissaient personnellement ou a un(e) ami(e) de leur choix qui
serait plus en mesure de le connaitre et ainsi de suite.

A chague personne qui transférait la lettre, il était demandé d'y inscrire
son nom et son adresse. Ainsi, a I'aide des lettres qui atteignirent

éventuellement l'individu X, Milgram fut en mesure de compter le
nombre moyen d'intermédiaires séparant des individus qui a prime
abord n‘avaient aucun lien apparent entre eux. Quelle ne fut pas sa
surprise de constater qu'en moyenne, une lettre n'avait eu qu‘a étre
mise a la poste 5,5 fois pour atteindre son destinataire!

Cette expérience fut répétée a plusieurs reprises avec des individus
résidant dans d'autres régions et Milgram obtint le méme genre de
résultats. Cette expérience frappa l'imaginaire collectif et inspira le
concept des six degrés de séparation qui prétend que deux personnes
choisies au hasard sur la planéte seront reliées en moyenne par
seulement cing personnes. Faites-en I'expérience.

A. Allard, P--A. Noél, L. J. Dubé ¢ Université Laval
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Grace a ces efforts, plusieurs caractéristiques,
dont quelques-unes insoupgonnées, ont été
découvertes au fil des ans. C'est le cas de |'effet
Small-World mis au jour par le psychologue
social américain Stanley Milgram dans les
années 1960. Lors de son expérience (voir
encadré), Milgram découvrit qu'en moyenne,
deux individus choisis au hasard sont reliés I'un
a l'autre par seulement cing autres personnes
en considérant les liens d' « amitié» (au sens
trés large) entre les gens. Autrement dit, une
grande majorité des gens sur la Terre sont en
fait I'ami d'un ami d'un ami d'un ami d'un ami
d'un ami. Cet effet s'apparente a I'expression
populaire : « Hé! Que le monde est petit! »,
bien connue de tous et d'ou il tire son nom
(small world : petit monde).

Au gré des ans, de nombreuses études ont
démontré que l'effet Small-World n'est pas
limité uniquement aux réseaux sociaux et
est présent dans la plupart des réseaux réels.
Ces évidences expérimentales ont motivé les
physiciens Duncan J. Watts et Steven H. Strogatz
a proposer en 1998 un tout nouveau modele
de réseaux complexes possédant explicitement
I'effet Small-World. Cette contribution scienti-
fique clé ainsi que quelques autres ont initié un
développement accéléré des modeéles mathé-
matiques décrivant les réseaux complexes et
leur dynamique associée. Ceux-ci trouvent
aujourd'hui leur application dans une foule
de domaines de recherche, dont une particu-
lierement spectaculaire, en épidémiologie.

Du simple au complexe

Graphe aléatoire

Modele Small-world Réseau régulier
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Réseau complexe représentant les interactions protéine-protéine
dans la levure Saccaromyces cerevisiae.
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Les maladies infectieuses

L'épidémiologie est une science qui s'intéresse aux
facteurs influencant la santé des populations. Ceci
inclut notamment ['étude de la propagation des
maladies infectieuses, telles la grippe, les L.T.S. (infections
transmises sexuellement), la gastroentérite et des moyens
qui peuvent étre utilisés pour la contrer comme la
vaccination ou la quarantaine pour ainsi éviter qu'une
population soit frappée par une épidémie. Toutefois,
bien que beaucoup d'études aient porté sur les moyens
d'intervention au niveau de l'individu via le dévelop-
pement de nouveaux médicaments, la facon dont
ceux-ci devraient étre déployés afin de réduire
les risques d'épidémies n'est toujours pas claire.

Les maladies infectieuses sont des maladies causées
par un agent pathogéne, un virus, une bactérie
Ou un parasite quelconque qui se transmet d'une
personne infectée a une personne saine lorsque

celles-ci ont un contact spécifique permettant une
transmission. On pensera a une poignée de main
dans le cas de la grippe ou a une relation sexuelle
non-protégée dans le cas des I.T.S. Ainsi, une personne
malade ne peut infecter que les gens avec qui elle
a un contact a risque et dans cette perspective, la
structure sociale (appelée réseau de contacts) devient
un facteur crucial affectant les risques d'une épidémie.

Tel que mentionné précédemment, les chercheurs en
théorie des réseaux ont développé au fil des ans des
modeles de plus en plus précis et réalistes de réseaux
complexes. Des expériences telles que celle de Milgram
ont permis de mettre au jour de nombreuses propriétés
des réseaux sociaux offrant maintenant aux chercheurs
d'excellents modeles pour représenter les réseaux de
contacts des populations humaines.

A. Allard, P--A. Noél, L. J. Dubé ¢ Université Laval

Ainsi, a l'aide d'un réseau complexe ou les
noeuds représentent les individus et les liens
représentent les contacts permettant Ila
transmission de la maladie, il est possible de
simuler la propagation de maladies infectieuses
sur des réseaux de contacts.

Lors de ces simulations, un premier individu
(donc un noeud) est infecté par un agent
pathogéne. Celui-ci infecte ensuite ses voisins
(noeuds avec qui il a un lien) avec une
probabilité que I'on nomme la transmissibilité.
Ces nouveaux infectés peuvent a leur
tour transmettre la  maladie a leurs
voisins avec cette méme probabilité. Répéter
cette opération jusqu'a ce qu'il n'y ait aucun
nouvel infecté permet de recueillir une foule
d'informations sur les risques d'épidémie et
sur les dommages associés (par exemple, le
nombre de gens qui seront infectés). Or, & l'instar
des feux de forét, la propagation de maladies
infectieuses dans une population possede elle
aussi un seuil de percolation, c'est-a-dire qu'il
existe une valeur précise de la transmissibilité
sous laquelle peu d'individus sont infectés

et juste au-dela de laquelle une épidémie
peut apparaitre. Autrement dit, I'¢tude des
conditions de percolation des réseaux complexes
représentant des réseaux de contacts réels
permet de connaitre les risques qu'une épidémie
survienne! Ceci ouvre la porte a la possibilité
de tester diverses stratégies de prévention ou
d'intervention avant méme qu'une quelconque
épidémie ne soit déclarée et ainsi de permettre
aux populations et aux intervenants de la santé
de se préparer en conségquence.

Notre périple nous a amené de la notion de
graphe introduite par Euler a I'tmergence d'une
nouvelle science qu'il serait heureux d'appeler
la théorie des réseaux. Inutile de le nier, les
réseaux sont omniprésents et l'imagerie du
réseau méme imprégne toute notre culture
moderne: de I'Internet a sa proche cousine la
Toile (WWW), des réseaux économiques aux
réseaux de propagation de maladies, telle la
grippe aviaire...
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Trois pesees suffisent

Voici un joli raisonnement

par récurrence di a Keith Austin
conduisant a une étrange conclusion.

m/?ubr/que aes I

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences
et Technologies de Lille

Nous allons démontrer que
lorsque n piéces de monnaies

(n > 2) d'apparences identiques
sont données, I'une plus Iégére
que les autres, alors trois pesées
au plus avec une balance a deux
plateaux (permettant de comparer
des masses sans les mesurer)
suffisent pour I'identification

de la piéce la plus Iégére..

Copyright © Images.com/Corbis

Lorsque n = 2, on procede de la maniére
suivante. On prend les deux pieces indiscer-
nables,on en place unesurle plateau de gauche
et une autre sur le plateau de droite de la
balance. L'équilibre ne se fait pas car l'une
des piéces est plus légere par hypothése. On
peut la repérer, c'est celle qui se trouve sur le
plateau qui monte. Dans ce cas simple, une
seule pesée a suffi.

Soit maintenant n = 2. Supposons, comme
hypothése de récurrence, que nous
connaissons une procédure utilisant au plus
trois pesées pour n piéces, toutes de méme
masse, sauf une qui est plus légere. Montrons
comment obtenir une procédure pour
n+ 1 pieces.

Considérons n+ 1 pieces de méme masse,
sauf une qui est plus légere que les autres.
Nous mettons a part l'une des n+ 1 piéces,
et nous appliquons la procédure donnée par
I'nypothése de récurrence aux n pieces restantes.

Si la piéce la plus Iégére est dans les n pieces
retenues, la procédure permet de la trouver.
On a donc identifié la piece la plus légére et il
a suffi de trois pesées.

Si la procédure ne permet pas de trouver une
piece plus légere que les autres parmi celles
retenues, c'est que la plus |égére est celle que
nous avons mise de coté. On trouve a nouveau
la piece la plus légere et il a encore suffi de
trois pesées.

Donc, en au plus trois pesées, nous avons
réussi a connaitre la piece la plus Iégére parmi
les n + 1 pieces données.

Le raisonnement par récurrence fonctionne
donc bien et, en conséquence, pour tout entier
n =2, il existe une procédure en trois pesées
permettant d'identifier une piece plus légere
que les autres dans un ensemble de n pieces.

Croyez-vous vraiment qu'avec un million de
pieces, en trois pesées vous pouvez repérer
la plus légére? N'est-il pas étrange que le
raisonnement présenté semble s'adapter et
arriver a la méme conclusion avec une seule
pesée au lieu de trois? Il y a donc une erreur.
Laquelle?



Solution du paradoxe précédent

Le paradoxe précédent était basé sur les
€noncés suivants :

® [a troisieme phrase est vraie et
vous étes la personne la plus
riche du monde.

® [ troisiéme phrase n'est pas vraie.

® Une au moins des deux
premiéres phrases est vraie.

En raisonnant par I'absurde sur ces énoncés,
on avait conclu que la troisieme phrase est
vraie, que la seconde était fausse, vous étiez
donc la personne la plus riche du monde
puisqu'au moins une des deux premieres
phrases est vraie.

Ce paradoxe est ce qu'on appelle un
paradoxe de l‘autoréférence. Dans un tel
paradoxe, accepter de considérer que les
phrases envisagées sont vraies ou fausses
conduit inévitablement a des contradictions :
il n'y a pas d'erreur de raisonnement.

Le plus simple paradoxe de I'autoréférence
est le fameux paradoxe du menteur :

Je suis en train de mentir

Si on considére que I'énoncé est vrai, c'est
que je mens, donc I'énoncé est faux. Il y a
donc une contradiction.

Si on considere que I'énoncé est faux, je
mens et donc I'énonceé vrai. Il y a encore une
contradiction.

On obtient toujours une contradiction selon
que I'on considére I'énonceé vrai ou faux.

De nombreuses théories ont été proposées
pour traiter les paradoxes de l'auto-
référence. La plus simple consiste a décréter :
les phrases autoréférentes ne sont pas de
vraies phrases et doivent étre interdites
comme le sont les phrases grammati-
calement incorrectes. Une telle théorie

est cependant insatisfaisante puisque
certaines phrases autoréférentes ne créent
pas de problemes. C'est le cas de la phrase
« je suis en train d'écrire cette phrase ».

D'autres théories plus subtiles sont moins
radicales, mais aucune aujourd'hui ne fait
I'unanimité chez les spécialistes et les para-
doxes de I'autoréférence restent donc assez
mystérieux.

Notons que les paradoxes de I'autoréférence
ne contaminent pas les systéemes de
raisonnements utilisés en mathématiques
(il serait trés grave pour les mathématiciens
de rencontrer des contradictions dans leurs
théories), mais qu'au contraire, soigneuse-
ment adaptés, ils permettent de prouver
des théorémes intéressants : théoremes
d'incomplétude de Godel', théoreme de
Tarski? sur les prédicats de vérité.

1. http://www.jutier.net/contenu/kgodel.htm
http.//fr.wikipedia.org/wiki/Théoreme_d’incomplé
tude_de_Gddel

2. http:/fr.wikipedia.org/wiki/Théoréme_de_Tarski

2 Accronuoth  vol. 4« hiver— printemps 2009



3 Accronuth  vois e hiver— printemps 2009

Droite d’Euler

1. Montrer que les médiatrices d'un triangle
se rencontrent en un méme point.

2. La premiére figure ci-contre présente une
construction a partir d'un triangle ABC.
Expliquer pourquoi cette construction
permet de conclure que les hauteurs du
triangle ABC se rencontrent en un méme
point.

3. Analyser les étapes de construction du
deuxieme groupe de figures ci-contre et
expliquer pourquoi cette construction
permet de conclure que les médianes du
triangle ABC se rencontrent en un méme
point aux deux tiers de leur longueur
a partir du sommet et que ce point de
rencontre est le méme pour les médianes
du triangle DEF.

4. Analyser les étapes de construction du
troisieme groupe de figures ci-contre, et
expliquer pourquoi cette construction
permet de conclure que les points de
rencontre des hauteurs, des médiatrices et
des médianes sont sur une méme droite.

Nombres complexes
(collégial)

1. Montrer que la multiplication par un
nombre complexe z revient a appliquer
une homothétie dont le rapport est le
module de z avec une rotation dont
I'angle est I'argument de z En déduire que
la multiplication par i donne une rotation
de 90°.

2. Utiliser I'expression z = €/® pour retrouver
les formules de cos (o + B) et sin(ow + P)
qui sont utilisées au numéro 4 des exerci-
ces de Yannick. Suggestion elo+B) — eice/B,

Découverte a la polyvalente
1. Considérant un

triangle équi-

latéral ABC et

un point P a k

I'extérieur du P

triangle et a s ks
b

lintérieur de %
I'angle formé par le prolongement des
cotés AB et AC, montrer que :

ki + k, - k, est constant.

Déterminer la valeur de la constante.
Ce résultat est-il toujours valide si le point
P traverse un coté mais reste a l'intérieur
de I'angle formé par les deux autres cotés?

2. Peut-on montrer que la somme des
distances d'un point intérieur P aux cotés
d'un polygone régulier convexe a n cotés
est constante? Quelle est alors la valeur de
cette constante?

Exercices de Yannick

Pour démontrer I'impossibilité de la trisection
de l'angle, Alexandra a donné les exercices
suivants a Yannick.

1. Procéder par comparaison des ordonnées
pour trouver le point d'intersection des
droites :

y=0ax+ b y=cx+dolua#c

2. Expliquer la démarche pour trouver les
deux points d'intersection du cercle et de
la droite :

y=ax+0b, X2 +y2 =1
ol q, b et rsont des constantes.

3. Expliquer la démarche pour trouver les
points d'intersection des cercles :

X+ yr=rlet(x-h?+(y-k? =5

(collégial)

Voir aussi le numéro 2 sur les nombres
complexes.

4. En utilisant les identités :
Sin%0 + cos?0 = 1
cos(a+f) = cosa cosB - sinasin B
sin(oi+B) = sin o cos B +cos o sin B,
montrer que :
cos 36 = 4c0s°0 - 3cos 6.

Donner une autre preuve de cette propriéte,
cette fois en utilisant les nombres complexes.



Pour en sovoir plus!

Logique mathématique et informatique théorique
Découverte a la polyvalente
Sur le site d’André Boileau, dont I'adresse est donnée ci-dessous, on peut déplacer le point P dans un Applet
Java et refaire |'exploration réalisée par Jérémie.
htto.//www.math.ugam.ca/_boileau/accromath.html
Des constructions impossibles

Carréga, Jean Claude. Théorie des corps, la régle et le compas. Hermann 1981
Dorie, Heinrich. 700 Great Problems of Elementary Mathematics, Their History and Solution, Dover 1965.
Voir les problémes 35, 36 et 37.

Applications des mathématiques
Des ponts d’Euler a la grippe aviaire

Théorie des graphes :
http.//fr.wikipedia.org/wiki/Théorie_des_graphes
Réseaux complexes/sociaux :
Barabasi, Albert-Laszl6 L., Linked: The New Science of Networks (Perseus Press, Cambridge, MA, 2002)
http://fr.wikipedia.org/wiki/Réseaux_sociaux
Effet Small-World :

Watts, Duncan J., Small Worlds (Princeton University Press, 1999)
Wiatts, Duncan J., Six Degrees: The Science of a Connected Age ( W. W. Norton & Company, 2003)

Exemples de réseaux réels :
http.//www.visualcomplexity.com

Grands mathématiciens
Leonhard Euler
Euler, un génie des Lumiéres, Tangente, I'aventure mathématique, HS n° 29
300 Years of Euler, Mathematician and Scholar, T1 in the sky, issue 11.
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Accromath est une publication de I'Institut des sciences mathématiques
(ISM) et du Centre de recherches mathématiques (CRM). La revue
S’adresse surtout aux étudiantes et étudiants d’école secondaire et de
cégep ainsi qu'a leurs enseignantes et enseignants.

INY

Institut des sciences mathématiques

L’Institut des sciences mathématiques est une institution unique dédiée
a la promotion et a la coordination de I'enseignement et de la recherche
en sciences mathématiques au Québec. En réunissant huit départements
de mathématiques des universités québécoises (Concordia, Université
Laval, McGill, Université de Montréal, UQAM, UQTR, Université de
Sherbrooke, Bishop’s), I'Institut rassemble un grand bassin d’expertises en
recherche et en enseignement des mathématiques. L’Institut anime de
nombreuses activités scientifiques, dont des séminaires de recherche
et des colloques a I'intention des professeurs et des étudiants avancés,
ainsi que des conférences de vulgarisation données dans les cégeps.
Il offre également plusieurs programmes de bourses d’excellence.

L'ISM est financé par le Ministére de I'Education, du Loisir et du Sport
du Québec et par ses huit universités membres.

CENTRE
DE RECHERCHES
MATHEMATIQUES

Le Centre de recherches mathématiques est un centre national pour
la recherche fondamentale en mathématiques et ses applications.
Les scientifiques du CRM comptent plus d’une centaine de membres
réguliers et de stagiaires postdoctoraux. Lieu privilégié de rencontre, le
Centre est I'héte chaque année de nombreux visiteurs et d'ateliers de
recherche internationaux.

Les activités scientifiques du CRM comportent deux volets principaux :
les projets de recherche qu’entreprennent ses laboratoires, et les
activités thématiques organisées a l’échelle internationale. Ces dernieres,
ouvertes a tous les domaines, impliquent des chercheurs du CRM et
d‘autres universités. Afin d’assurer une meilleure diffusion des résultats
de recherches de ses collaborateurs, le CRM a lancé en 1989 un pro-
gramme de publications en collaboration avec I'’American Mathematical
Society et avec Springer.

Le CRM est principalement financé par le CRSNG (Conseil de recher-
ches en sciences naturelles et en génie du Canada), le FQRNT
(Fonds québécois de recherche sur la nature et les technologies),
I"Université de Montréal, et par six autres universités au Québec
et en Ontario.
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